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Abstract The Dirac hiera rchy of[sospeetra[evo[ution equation~associated with the Dirac spectral 

problem are studied in this paper．The commutator representations of Dirac hierarchy are first pre- 

sented，and then through the noalinearization of Lax pair the involutive solutions of Dirae hierarchy 

Are 0bta ned． 
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Consider the Dirac spectral problem 

L =( ㈦一 a一⋯， ㈩ 
where P，q are two potentials， is a spectral parameter

． 

L．c 。 c + ，一f )， 一{ ， 一( j， c。， 
L is an injective homomorph[sm． 

Thefunctional gradient V 一̂(2H ．鳢～靖) of e[genvalue ŵith respectto P，q satisties 

V 一 ．v V ，̂ (3) 

where 

K={ --4qO - 
一

4qO-tp

4p8 4pO一 j， =( 1 0 )，∞一一 a一 c ， l 一 -。声J l一 』’ “” 
are called the I chard s operator pair of(1)． 

Theorem 1 Let G‘”(x7，G‘ (z)be two arbitary smooth functions，G一 (Gm ，Gm ) 
． 

Then the following operator equation with respect to =V(G7． 

，L]= L。(KG)一L (JG)L (5) 

possesses山 e operator solution 

V — V(G)一 

一 号G“) 一号G z + t(pGcz 一 ) 
G 一 ( 一 -jj 丢G ，(6) 

where[·，·]is the commutator；L=L(p，q)，K，J are defined by(1)，(4)respectively． 

Proof Substitute(67 into (5 7，directly calculate． 
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Define the Lenard’s recurs[re sequence G ： 一(p，q) ，KG =JGj+I( 一0，1，2，⋯)· 

X ‘ tq)一 ( 一 0，1．2，⋯ )are called the Dirae vector fields，and X ( ，口)produce the 

D[rac hierarchy ‘ ，q) = X (p，q)，m = 0，1，2t⋯ ，with the representative equation 

一 Xa(p,q)=吉(= ， ㈣ 
which can be reduced tO the rem rkable MKDV equati。n p,=--百1 p

一

一

{ as g一0． 
Theorem 2 The Dirac hierarchy ‘7)have the commutator representations 

L ： Ew ，L3， m= 0，1，2，⋯， (9) 

where the operator 

= ∑I，(G ) 一 

一 ∑ 
= u 

百

I 
u

"

川t2) 一 (户G 一 q 1) 

一 上
9 

(

*

¨I
-

． 十 ~7- (户G l一 叮G； 1) 

÷G} 

上 一 

is the Lax operator of Dirac vector fieMs X (户，q)，i W satisfies Ew ，L]一L，( )· 

CorolI ary 1 The potentials P，g satisfy a stationary D[rae system XⅣ+ alXN-t+ ⋯ + 

aNx。=0江and only EwⅣ+ wⅣ +⋯+口NW ，L]一O．Here re(k=1t2，⋯ ，Ⅳ)are N)me 

Let ( 一 1，2．⋯ ，Ⅳ )be N different dgenvalues of(1)and (rfi t ，) the associated 

eigenfunctions，then 

』 r A 一p —q (11) 

where体= ‘秘l，⋯ ，慨Ⅳ) ，量一 1，2，；A=dhg(2【，⋯ ， )． 

Under the Bargmann constraint[ ： 

fP = 一 (rfi ， ) 

1 ：一{tt ， 一t ， ，，， ‘ 。 
(1 1) s n。nlinearized as a completely [ntegrable Hamiltonian system。： 

(H )． j 』一̂ 十‘竹' 十{“ ， 一 ， 一aH a (一1 3一) ‘H)： 
．  

J 

l 一一A 一‘ ． > 十告‘( ， )一‘ ， ))qh一一 H／a 

H=号‘<̂ ， )+<̂ ， ))+{(< ， ) 一t t )< ， >) 

+吉(( ， )+‘ ， )) (14) 

■一-  
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一

}c ̂ ， ，+en ， 十{薯f： 二 ；： ： ；f，m一1,2,---, 
(1 ) 

which are generated by the nonlinear／iaation of the time part 一 W  。f Lax fo
rⅢ (9)． 

Tb。0 em 3 Let(忸 ，他) be a solution of(1 3)，then 户一 一 <忸 ，他 )，q一 ～ 百1((
他 ， >一 

<忸 ， ))is the solution of a stationary Dirac equation XⅣ十 。1X～
一 1十 ⋯ 十 X。一 0，where 

constants吼 ( 一 1，2-⋯ ．Ⅳ )are suitably chosen
．  

、鬻案 =t篱，篱 ，v m”． ， 
Theorem 4 

I)F defined by (1 5)are involutive in pairs，i
． e． ( ，F r)一 O，V ，，． 

2)(H—F )一0，V r／1．Here(·，·)stands for the standard Poi5s0n bracke[[r in the 

symplectic space rR ．d饨 ^d )，i． 

c ，一薯【蔫 8G～ 8 F鬻j— aF，_)aG—c aF， aG． Ⅲ 
Theorem 5 The Hamiltonian systems (R ， A d ， ) deftned bv (15)

，aIld 

( ， A d ，H )are completely integrable in the LiOUVille sense
．  

Consider the canonical equation of F 一flow 

c 矗 ：f a—F ．／a~ z)． ㈣， 
Denote the solution operator of its initial—va[ue problem by g 

． Since ( ， )一 O，the Hamil— 

tonaia systems(FD and(FD afe compatible，and their phase—flows g ，g commute
．
Deno 

the flow variables of(H )，(F )by ， respctive Ly
． De ftne 

( ， ) f (0，O)＼ 

【他( ) 【 (o'0)』’ 【l 9) 
which is called the involutlve solution of consistent ectuations(H )and (F )

． 

Theorem 6 Let( f ， )，仕 (i，t )) be an invo[utive solution of consistent equati0ns 

(H )and (，rn)． Then p(x， )一 一 ‘ ， )．q(x， )一 一 百1((他
，傩 >一 (忸 ， >)8atisfy a 一出 

Dirae equation 

(p，q) = X 4-f—X
．
4- ⋯ + X Ⅲ = l，2，⋯ ， (20) 

where constants cj ( ： 1，2，⋯ ， )are independent。f 
． 
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