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非线性 Schr~dinger方程的换位表示 

乔志军。 赵秀云 

}Il要 本文根据曹策问教授的想法[1]和[2]，隶得丁非线性 Schr~idi nger~ 的梯度与LeⅡa d 

对，并由此得到丁其换位表示．讨论了与定态 系统的关系。 

与非线性 SchrSd]nger方程： 

§l 梯度、Lenard对 

m +Ⅱr +— ： l“I。 o (1．1) 

相联系的特征值问题是0]： 

ri(1 ) I +u 2=  ̂i (1．2) 

Ii(1一 ) 2，+Ⅱ I= 2 

这里“ =dtt／d~Ⅱ =0。u／OX。． 是 的共轭． 是̂特征值． t、 是 相应的特征函数。 

0<p<1． ∈(一o。，+o。)，u(x)-．-~O( o。)或 ∈(O， )，u(x+ )=u(x)。以下让口代表 

(一。。，4-∞)或(O，T)。 

简记(1．2)为 ： 

工 ： 
． (1．3) 

L ( 0 ：1—． ) +(： 0‘／1． 五- +工 、 (一由)， 、Ⅱ ． 
： ( ， 2) =O／Ox． 

引理1．1：L= ．肌而特征值 ∈̂R． 

证明：L2=L：． (工， )。=一L}，=工Ia 

命题1．2：特征值问题(1．3)的梯度grad,t： 

srad̂ ，
k~ Z ／ d u )=(：j：； ／ ( ．4) 1 

证明：让符号 “．”代表泛函导数。对(1．3)两边求泛函导数得t 

_已 +L = +i 

上式两边与 作内税有： 
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<￡西， > +<L ， > ：< 舯 ，中> +< ， > 

又L共轭 ，故 

< ￡ ， > =<i ， > ． 

取特征函数 ，使< ， > =l，从而t i：(￡ ， > 。l+鲫 t 

由上式知本命题成立。 

此题中，内积是指：<fI g>=f。(ftg +，zg：)d ，，：(f ，f ) ，g=(g·，gz) ． 
命题1．5：梯度gradg．满足下面 的关系式： 

kgrad~=2pM grad), 

这里 
： ；f “ 一(1一 )。一 “。j“＼ 
l、一(1一口。)d一2~zIu 2ulu ， 

a=ai6x = 

证明：其命题1．2结果代入(1．5)式， 通过一系列仔细地运算 ，不难证明(1．5)的 正 

确性． 

命题1．3中的算子五与，是特征值问题(1．3)~Lenard对。 

引理2．1： 

引理2．2 

推论2．5： 

引理2．4： 

§2换位表示 

任意2×2矩阵 、 ，有{ 

( ， d)=[ ，W]d一 (2．1) 

任意2×2矩阵 、s、 有： 

<FS， ]=v<s，L]+[ ，L]S (2．2) 

若[ ， ]=0--><FS，￡]：[ ，L]S，特别：<vL ，L]=( ，L]L ． 

对(1．3)中的算子 L有： 

L．( )一(； ) 且 ．是单射。 
这里L·定义为： L } ：。L(一u+噬)． 

(2．4) 

这些 引理是很显然的，就不加以证明了。 

L=Ll o+L2 d=工i L—Li L 

夸 
： f 1 A、 、口均是特定的函数。 

则。 ((2．5)的演算过程中用到引理2．1和 0；工i L一 ) 

[ ，L]=[ ，L2]一[ ，L1]LI L 2一L,V +[ ，工1)． L (2．5) 

把Lt，L 与 分别代入(2．5)通过一系列计算知： 

L 博三 正 2Au'-⋯i(1+p) B,2uA uB 1 A)。 一 一 (1一 )c }_ c ·一 +“一尘) 

5  

n 

、凸 

一 

O  1  

，●＼  
： 

，  
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一 (， ． 1／1- 日)．2p．工 、
(一】／l +)·C 0 ， 

我们 希望 ：[ ，L]=L．( G)一L (，G)·2P·，I．G (e(x)，一 ( ) 

任意的光滑函数。为此，拽们选取：A 一iI( c +“ c)，B=(1一P)c ， 

故，有如下命题 ： 

命题2．5：选取矩阵 ： 

=

、一

- i I(

+

uc

。

* “ 

，

( 1 -

。

p

+

)c 

。

*

1 i 1 ，) c 、一(+由)c ，( c + c)， 
c(x)是 上任意的光滑函数，则： [ ，L]：L ( G)一工．(，G)·2PL 

G (c，一c ) ．K，，，L．、L如前所述。 

证：把G代入(2．7)的右端，详细计算即知 与(2．6)的左端是一群的。 

定~Lenard序列：KG ：，G』+l'(i=一1，0，1⋯ ) 

GJ (c ，一c )是Lenard梯度序列}K．，是LenardJg子对． 

令G—l：0(即c—l=o) 

选4一 吾 ’c-一P 即 一- ( 1 一 f]
．

c 一 。 一2· 

(2．6) 

) ．c(x)是 上 

= 一 (14-P)c 

(2．7) 

则：(V-1,L3：( i ： )·c 一 ． 

G =，一 五G— =(二 )~(1-p Z)一 ：I一 ：’)’·c 一 。 一l 

G-=广 KG=( )( 一 )一 =(：!)‘( 一p。)一 

G：=广 五G·：(
⋯

,i u~ ,+
． ⋯

2uilu

⋯

l V

，

1

．

-p ' )
．

x：=
⋯

- i

⋯

u*
* ． -

⋯

2u

． 

*i

l 

u

／

l

1

*

一

／i

p

-

。 
‘) 

向量场 ：目口产生非线性Schr6dinger方程。 

定义非线性Schr6dinger~ FA, 

X ，G ( =0，1，2，⋯ ) 

，：(：一 )．G 是Len d梯度序列。 
命题2．6；夸 

：  

(-
一

i I (

+

uc $
，

+ u j 

订 

(1

+

-  

0

．Zj)c =一 ，。， ，⋯ 

则 ： [ J工]= 

证明；由 

G 

一 

G 

ll 

屹 

“ 

C 一 

舳 

。  
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： ( )一0 

命题2．7：设Ⅳ ∑ 1(2PL)一 ．( l和命题2．6中的一样)，则Ⅳ 与工的换 

位运 算为： 

[ ，lL]=L。Z (2．9) 

证明：由推论2．3-q命题(2．5)： 

[Ⅳ ，L]=∑CV卜1(ZPL)一 ，L]：∑( l，L3(zPL)叫 
m  

， 0 ， 0 

# ∑L (，Gj)-(2PL) 一，一工 (，G卜1)-(2PL) 一 j ：L．(，G )：L,X． 

定理2．8：换位表示L ( ，L]成立 争非线性schr5dinger族f 1：X ． 

(m：0．1，⋯ ) 

证明：由命题c ． ；L 一[ L)=L ( )一工。疋=L．[(： ) -xo] 
又由引理2．4即知本定理成立。 

命题2．9；若x ：垂一x。，垂： ，··是强对称，x。：f i?。)(1一Pz)-一，则“满足定态 

X + X。一。铮 【 + ，L】：01 Ⅳ+∑ f i—o铮 I∑ i i+ ，LI： 
f l 一 】 

证明：由命题(27)． 
r
N-1 1 一1 

I∑口 Ⅳ +W ，L l=∑口 
{ 1 一 l l 

又由引理2．4即知本命题成 立。 

参教文献 

L．Z．+L．Z 一L．( +∑。 

[1] Cao Cewen，Nonljnearezatioa of the Lax syste rm for AKNS hierarchy，to 

app ea r in Scientia Sinlca． 

[23曹策问． 孤立子与反散射理论 第五章． 

c0MMUTATOR REPRESENTATfON OF NON—LINEARfZATION 

SCHRODINGER EGUATIONS 

Qiao Zhi jun Chao xiuyun 

ABSTRACT 

According to professor Cao Cewen S thought C1]andC2~，we obtained the 

gradient and Lenard pair of non-linearization Schr6dinger eguations．And 

commatator representati0n of it W&S gained． The relation betwten it and 

Stationary system of non—llnearization SchrSdinger eguations was discussed． 
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