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文[1]研究 Levi族的Lax表示．今进一步讨论其Lax组的非线性化· 

设 ．．1 是 Levi特征值同题的N个不同的特征值·那么 

L 专 ，L△ + + 0 r)，：)' ㈩ 
△( Ij， 是相应于特征值 的特征函数．j=l，⋯，N—a=a／ ·g、r为势函数· 在所论区 

间 n内变化． 

浓缩(1)为向量形式 ； 

= (一{̂ + + 

1 +c专̂+ ⋯： 一 
其中 ；( ．．1 j ( ；h2)}̂ =diag( _．， )l厶 为Ⅳ×Ⅳ单位矩阵‘ 

自[1 特征值 的泛函梯瓤rad 卜『 肚)-1．Lenar埔列 
fG ) 中的 G。： 

1 g 

令 G。=∑ ·grad~· (yj△J。 ， 
则(3)产生 Bargmann约束 

． 

这里(．，·)是 R 中之标准内积． 

在 mrg ann约束(4)下，(2)被非线性化为一个三次系统 

f ；一告A 一专( + ：， + >妒 一( 十 。· · 

I ；专  ̂+专( + · + ) 。+( + ， · 
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于是 ，有 

定理 1 在 B一约束(4)下，方程(2)可表示为 Hamilton形式： 

r．． 

(H )．J 一 
【 

其中，日一号 ̂ ， ，+丢 +驴。， + z，c ， ，+{ ； ； ： ； 
称为(6)的 Hamilton函数． 

关于(6)的可积性，将另文专门讨论． 

(6) 

(7) 

定理 2 设 ( ， )是(2)的非线性化(5)的一个解 ，那么，g=一( + ， )，，=( + ， 

)是一个定态 Levi方程 

XⅣ+ 。1X —t+ ⋯ + aNX。一 0 (8) 

的解．其中， t．．·， 是适 当选取的常数 ；x。，X ．．' 是 Levi向量场m． 

定理 1的证明 将(7)式分别对 ， 求偏导数，再进行整理，即得 

i 一号̂ +吉< + ， + ) +< + ， ) { 

l象=号̂ +吉< 十 ， + ) +< + ， ) ， 
上两式结合(5)立知(6)式成立． 

定理 2的证明 已知 

G。一 

．++ 1))1，／ ㈤ 
又由F13，对 Lenard算子对 K、_，，有 

_，一 ． grad — ‘gradX~， ( 一 1，⋯ ，Ⅳ )， 

—  +-十 一 + 卢G一 ， ( =一 2，一 1，⋯)， 

— l 一8e卅--rS +却】，-，一f；0 j， 【 一 +口a a+ J l a ／’ 
gradR~是 的泛函梯度 ；{GJ}是 Lenard递推序列{G一2=(一1，o) ，G一 =(0，1) 是空间 ker_， 

的基{ ， 为任意的常数． 

d- K 作用(9)式 砍，得 

[一 l十+ ， G +．-⋯G G G一 
pz，p ．．' +2是任意的常数{A=di g(̂ ”，h) 

考察多项式 

尸 )△ ～ 1)⋯ 一 )一 +P1≈ 

这里 Po一1，P ．．'PⅣ由  ̂ ”， 确定． 

所以 

。 =l一 P((̂A I))j=塞户⋯[一 ++ ， A I))] 卜_< 1+ ，() )J ⋯ l一( + ， )】 

∑ 

△ 

Ⅳ 
声  

+ 

+ 
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= ∑P 一。(G + Gj— +⋯+ G。+ + G一 +凤+。G一。)， 
⋯  

辛算子 J作用上式，整理立得(JG =x )： 

X + a1X l+ ⋯ + Xo一 0， 

其中 ．_' 是由P ．'’PⅣ与 '．1·， 所决定的常数． 

Levi向量场 x 一 一0，1，⋯)．前几个计算结果如下 ： 

G。=(：)， x。一( J， 
G．=f／一+ 2一qr --r+2矿]， x 一【 --+q" -- 2( q，r一)' + ，2 )， 
G = [ r= ++3 r~q--一3虮rr．++r 3。++3rq2。--一6r2 q∥]3qr 6q 。 【q +3g r一3gq +q。+ 一 r J 
x = (( q =++。3q ~"一--3qq ．++一qS++3qr 2--~q2r) x3rr Brq 6rZq)j． ‘ I( +3r 一 +一+ 一 j 

Levi向量场x1产生耦合 Burgers方程 

(：) 一x 一( --+q"。-- 2( q，r一)'。+ 。 ) 
当 r—O0 时，(1∞即是 Burgers方程． 

(1O)的 Lax对是 

一  

一  g= 1 
2 。 2 

一  + 

考虑 2N×2N 阶矩阵 

U(口，r)= 

1(口，r) 

口 』 

． r一 口 

百 T  J 

! !二 ± 

一 + 一 + (口一 r)r 

口̂ 一 口 + (g— r)q 

{ 一 

qlⅣ 

号̂ +百1 一q)b 

一 号̂ 。+百1[(口一r) 一(口+r) ]J 
r A+ [一+ (口一r)r]l 

(10) 

口A+ [一口 + (口一r)q]In 

号 ̂一号[(口一r)。一(口+r) 31 
通过一些计算，有U，一 ， +[U，W ]= 

吉[ 一 +q舡+4( ) 一2qq 一2rr~+ 尊] [ +q盯+2(gr) 一2g ]fⅣ 

~r,--r=-2(qr) +2rr~]IN 吉 一ql—r ·q --4(qr) +2g +2rr ] 

一 

^  

1 —2 

一 
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假 设(口，，) =f( )．由(4)给出：q=一( + ， >，r=< + ， )．设 是 =S ( )△ 

W (，( )) 的一个解析解，在(g，，) =，( )下，令 F一 一 (，( )) ， △( ， ) ．经过一系 

列计算，就可得到 + +2(gr) 一2卵 ∑ } r*--r~一2(qr) +2rr 一∑：‘ 

此处 ．2 n2 是若干项关于 F，F ，F ⋯的分量的不低于一次的齐次多项式的和．因此 ，由 

曹策问文中的定理 4．1(见[3]，节 4)．有如下结果 

定理 3 对于Levi向量场 x ． = (~)------W。(，( )) 是Lax组时间部分的非线性化方 

程．假设矿 ，f)是以= )的一个解析解，那么 

(i)如果 ( ．O)满足(5)，则对任意时间f， ( ，t)也满足(5)； 

(ii)g一一< + ， 1>，r=< 1+ ， >是(1。)的一个解} 

(iii)，．I ( 】( ))=X (，( ))， 
J 

这里，．定义为：，．I (})一 l 。，( + )． 

注记 根据定理 3，我们看到非线性化方程(5)的解析解簇tI是时间 。一流的不变集．进 
一 步，，．把 tI上的向量场 S ( )映到 m△， )上的 Levi向量场 x (g，r)． 

此外，Levi一向量场x 产生耦合方程 

f q1=X2=f幻 + ，一 + + 一。 r) 1． (11) ＼
r J 【( +3 g一3r +一+3 r一6r 口) J 

当q—r 时，(11)即 MKdV方程． 

和定理 3的证明方法类似，可以证明 

定理 4 对于 Levi向量场 墨 ， = 。( ) (，( )) 是 Lax组时间部分的非线性化方 

程，其中，矸 就是文[1]中所述的 ，捌=己 一 (2L)一，，只不过m=2．假设 ( ．f)是 = 

S ( )的一个解析解，那么 

(i)如果 ，O)满足(5)，则对任意时间t， ( ，f)也满足(5)． 

(ii)q=一( + ， 1)，r一( + ， )是(11)的一个解． 

(iii)f．I ( 2( ))=X (，( ))． 

注 记 方程 (5)的解析解族n是 时间 一流的不变 集 ，并且 映射，．将tI上 的向量场 

S ( )映到 m△，(n)上的 Levi向量场 (g，，)．对于一般情况．，．能否将 向量场 S ( )映到 

Levi向量场 x (g，r)，则需进一步讨论． 

感谢导师首蕈问教授对表文的热情指导． 
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