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P＼ 提要 本文络出LCZ族非线性发展方程的换位表示． 
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LC Z族， 
1 Lenard算子对 

考虑 Li Y 。he“，che“De“gY“a“以及 Zeng Y““b0在文[1]提出的 I司题‘以 F简称 Lc 

谱)： 

刹=【 二 1． ㈣ 
(1)即 ： 

￡c —e ￡c =÷【：二；：：：)， cz 
这里，“b)=(g )，r(z)) 称为(2)的位势， (张，纯) }a 未，{是(2)的谱参数}依赖区间n 
为(--o。，+o。)或(O， )，自变量z在 n内变化liz=--1，位势“ )在无穷远处衰减为零或以 

T为周期．与 LCZ谱问题(1)相应的非线性保谱发展方程族称为LCZ族发展方程． 

让 ￡；“一L )是位势到徽分算子的映射。接映射 L的微分之定义[ ，有 

引理 对于 LCZ谱，L的徽分为： 

。c △ I L +印 =÷【 玑 玑J， cs 
且 L． 是单同态 ，以下简记 L．．为 L．．7一(7 ， ) ． 

命囊若 是(2)式的一个特征值，令 △[鳍a一+程a】，那么 满足： 
= 车- (4) 

其中，算子 K、J分别为： 
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一 吉 +eata- g 一eata-lr + a+2at3- g+幻r一寺 一23-3- r—ga一2一 ．J一2 0 

知 +g—r 

、J称为Lenard算子对I 表示算子 a的逆；仇，仇是对应于}的特征函数． 

证明 只须证明 J A一}·A+ (5) 

J X 为 

2r+ 4r3- g 

—

a+ 4,I g 

— oa一 4r3-0r1 

2r一4qiT- r J 

)一 (g+r)程+ ～ 菇一g(谙+硝)+r(硝一鳍)， 

故 

(2r+ 4r3-‘g)(菇+ 程)+ (一oa一4r3- r)(菇 一程) 

=2r(疆+错)+ 镑一错)+4rff-1[口(错+镑)+r(镑一错)] 

一 2r(程+ 菇)+ 2婷(程 +错)一 2r(竹+ )。+ 4r竹 

一 2媾(程 +菇)． 

同理可计算出 

(一 oa+ 4q3- 口)(程 +错)+ (2r一 4q3- r)(菇一 程)= ei$(d 一孵)． 

因此，(5)式正确． 

附注 j-1K 就是文[1]中的递推算子工 ．此外(4)式对于LCZ族的可积结构之研究起 

着很重要的作用． 

2 LOZ族方程的换位表示 

夸矩阵 V为 

△ 。
一  j， 

其中一A )、B )、c(z)、E )均为 n上待定的函数．现在，考虑 与L )的换位子 ，工]． 

经计算 ，有(“，”指对 求导数) 

，明一{ 

一 B(r— g)一 C(q+ r) 

+ (A + rE) 

一

2Cr一 2A(r— g) 

+ (一 C + (r一 口)E) 

c 卜 一2C E 7 

— 2rB + 2A(g+ r) 

+ (B + (g+ r)E) 

一 C(q+ r)一 B(r— g) 

+ (A + rE) 

(6) 

希望： ，￡]；L．[ZCC]一￡，[JG]·L， (7) 

其中， ，J为 Lenard算子对，G△(G‘ (z)，G‘。 ( )) |G )、G )是 n上的任意光滑函 

数． 

为此 。选择 ： 

一 

ii 

— 

知 
立 

)  

1  

(  
由  

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


322 应 用 数 学 1 9 9 4年 

A(z)=一告a； ， (8．1) 

B )=一÷a(G“ +G。 )一口G“ +rG ， (8．2) 

c( )=一{a(G“ ～G )一口G“ +rG。 ， (8．3) 

E( )= G“ + 23"- (口G“ 一 rG ： )， (8．4) 

就可使(6)式的右端等于 L．[肺 ]--L． G]·L．因而，得到如下定理： 

定理 1 设 G“ ( )、G ( )是 J】上的任意光滑函数，G=(G“ ( )，G ( )) ，让 

y = fA+Ea 口 1。 
l C 一 ^ + E 

其中 ，A、B、C、E如 (8．1)一(8．4)式所示．那么 

[ ，L]△ L—L =L．[ G]～三．[1，G]·L， (9) 

这里， 、l，为 Lenard算子对． 

证明 将(8．1)～(8．4)式分别代入(6)式的右端，然后进行一系列的运算，经整理即可知 

所得结果为L。[KGJ--L．∞ ]-L(具体计算见附录)． 

定义Lenard递推序列{Gi)；G0：(r，q) ，KG =JGj+l(』一0，1，⋯)．G )的分量是q(。)、 

， )及其导数的多项式．X &JC (，，I=0，l ·)称为LCZ向量场．前两个计算结果为 

G。：㈠，x口： ： l q J l， f =去{ 二 )，xI= 
第m+1阶LCZ方程将由第，，I+1个向量场x 产生，即 

别当m=1时，让 q=r，则向量xl产生著名的Burgers方程 

定理 2 若G 一(Gj”，Gj。 ) 是Lenard递推序列，让 

一 号r忡+rf g+ 
～  

1 
一  + 3rr， 

△(g，r) =咒．(，，I一0，1，⋯)．特 

+i1 g 一2们 一0
． 

[̂ 一A 印]’c一Ⅲ ⋯，， 
其中，函数A )、Bj(z)、e )、日 (z)分别为： 

Ĵ(z)=一 J-Ⅳj( ， 

( )= 一 。J-
⋯  (”+ ”)一口Gj”+rGj”， 

)一一告 Gj”一Gj )一PGj”+，G ， 

Ej )= ”+23- (口q”一rGj。 )， 

则 [ ，L]=L．[置．]_ (10) 

此处， =妻 一 t△ 

+ 

一 

— 
G 

L 

一 

一 

L 
p 

． 棚 
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．
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一 L．[t， ]一L．[JG一 ]· 

一 L．ZJG ]=L．Zx ]． 

推论 1 LCZ族方程 ；(g，r) =x 成立的充要条件是 

厶 = [ ，￡]． 一 0，1．．_·)． (11) 

证明 厶=警=÷【rt二 J一￡． ]， 
厶一 Zw ，￡]=L_[ ]一￡．[x ]=L．[ 一x ]， 

而 ￡．为单射。故推论 1正确． 

推论 2 LCZ族方程 u,--~-(q，r) =x|．(m=0，1，⋯)是 =如 与 ： 的自然相容条 

件． 

推论 3 位势 ( )一(口 )。r )) 满足定态 LCZ系统 X~4-a1XⅣ一。+⋯+4ⅣX。一0的 

充要条件是 ， 

[ Ⅳ+ alWN—t+ ⋯ + 4N 。，￡]=0， (12) 

其中，a _．'aⅣ为常数{x ( =0，⋯，Ⅳ)是 LCZ向量场． 

证明 因为 [ N+alWN一1+ ⋯ + aNW0，￡] 

= EVeN， +∑q[WN 

= L． ]+∑n ．[ 一 ] 

= L．IXⅣ+alXⅣ一t+⋯ +4Nx0]， 

又 ￡．是单射 ，故本推论成立． 

至此 ，LCZ族的每一个非线性保谱发展方程均有换位表示(11)． 

3 附录 

以下验证(6)式的右端等于L．ZKG]一￡．[t，G]·L． 

把(8．1)一(8．4)式代入(6)式右端的每一项。经仔细计算有； 
一 B(r— q)一 C(q+ r)+ (A + 旭 ) 

= 一 ( + C)r+ ( — C)q+ (A + rE) 

1 

=raG‘ ’4-2叮rG‘ ’一2r G咖一口aG ’+ (G‘ ’4-2扩 (gG‘ 一rG啪))一÷a}G。’ 

1 

=(坩+ 4-2 扩 口4-2qr)G‘ ’一(÷ 4-2 扩 r4-ga4-2rZ)G 

一 (KG)CZ)， 

一 2rB 4- 2A(q 4- r)4- ( + (口4- r)E) 

1 

一 ÷ (G“ +G。 )一向G“ 4- ’G让 +a(口+r)(G“’+2扩 (gG“ 一rG ’)) 
■  

1 

一 (g 4-r)aG．‘"一2r(--÷a(G“ 4-G㈣)一口 +rG‘ ) 

1 

一 (一妄 +2a(q4-r)扩 口4- 4-r84-2 )G“ 
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+ (--÷ 一 23(q+r)a- r+Or—ga一2r )G 

= (KG)m + (KG) ”， 

(一 C + (r— g)E) 一 2Cr一 2̂  — g) 

= (÷ 一28(r—q)3- g+ +ra+2qr)G“ 

+ (一÷ 一28(r—q)3- r一 一 2r2一 ar)G 

= (KG) 一 (KG)‘”， 

E 一 aG + 2(qG 一 rG )一 ÷ ( G) ， 

一 2B=3(G‘”+G )+2( G“ 一rG )=÷[( G)“ +( G) ]， 

一 2C=3(G ”一G‘ )+2( G‘ 一rG‘ )=÷[( G) 一( G)“ ]， 

其 中，(·)“ 表示(·)的第一分量，(·) 表示(·)的第二分量；K、J是 Lenard算子对 ；G= 

(G ”，G ) ． 

所以(6)式右端为： 

÷ 。 ”] 
一 ．1 f G) ⅣG) 】+(JG ”1．L 【( G)“ 

一 (JG)“ ( G)蛆 j 

= L．[KG3一 L． G]·L． 
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Commutator ReDresentatiOn Of 

LCZ Hierarchy of Evolution Equations 

Qi=oZhijun (乔 志军) 

(Department ofMaths．，Liaoning Univ．) 

Abstract 

The commutator representations of the L—C—Z hierarchy of nonlinear evolutions equa- 

tions are given in this paper． 

Keywordsl：LCZ hierarchy Lenard operator；Commutator representation 
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