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D—AKNS族的换位表示 

乔 意 军 

(辽宁 大学数学系，沈阳l1 0036) 

提要 末文根据曹策闩教授的想法⋯ ，求得 7与 D—AKNS族发表方 程 

相联系的特征值之泛函梯度与 Lena rd算子对j井由此得 到 了D—AKN$族 非 

线性发展方程的换位表示．文柬还计论 T挟 位表示与定态 D~AKNS方程之间的 

关 系． 

关键词：D—AKNS族；Lcnard算子对 换位表示 

1 特征值的泛函梯度与 Lenard算子对 

与 D—AKNS族方程相联系的保谱问题是“ 

u：( “剐； ㈤ (1．1) 
或者 

=(： 剐； )， z 
这里， =( l， z) ， =o~／a ，a=a／ax~^是特征值j 。( ， ( )是相应于特征值 

的特征函数．向量值函数 “ j垒(口( ，r( ，s( )r称为 位 势．依赖区间 口为(一。。， 

+。。)或 (0， )；“( )在无穷远处衰减为零或以 为周期．让 “ “+edu，定义 0／oe ⋯  

为 ·”． 

此外，本文涉及的微分算子 a，a 分别是指 

a=o／o ={( 一 )或a =号( ～ )． 
其中，a 是偏微分算子a的逆．以后不再申明． 

在(1．2)中，工 ̈ — 工(“)代表位势到微分算子的映射． 

定义1．1 映射工的微分定义为 

工t l ({)=d／d￡I 工(“+￡￡)． 

引理1．2 对于 D—AKNS族，工(“)如 (1．2)所示j L的微分为 

)= 
、一 葺 
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第4期 乔志军：D—AKNS族的换位表示 

且 工·是单同态．通常定义1．1中的 L。『u可简记为 L。
． 

命麓1·5 (1．1)式之特征值 ^的泛函梯度 为 

其中， ， 

f 

= 一奸 
I 2妒

j 

·(『口砒 )～， 
1_} 是相应于 的̂特征函数 

(I．4) 

(1．5) 

证明 在文口]节 Ⅱ里 ，选择 

坍 ¨ = 一 ^+ sj ，，If 2= q， 拼 2l= ，， 

则有 

J。[- }+2(一i+；) 札+； d =0． 
故 

( ¨z d )～； ·(『口 d )～， 
。s z·(』口2 d )～． 

定理1·4 若 是̂ (I·2)的一个特征值，那么 gradA满足线性方程 

K g adA ^’JgradA, n
．6) 

其中，微分算E-K、 ，分别为 

口a。 (口a+2qs) a一2s+ a々一 (rO一2rs) q ＼ 

a+2s—ra ( a+2qs) 一ra～ (r8— 2N ) 

、(qO+2qs)／2 (rO一2rs)／2 

r 0 —2 口 、 

'r 2 0 一r J． 
I

— q r a 3 

， ，称为 D—AKNS族的 Lenard算子对． 

霉 (1·7)和(1·8)及(1．4)的右端1分别代入 
即知fl·6)式是成立的．验蛭过程中 用到等式 

a( ， )：口蛆 +r孵． 

2 D—AKNS向量场的换位表示 

一  

fI (I．7) 

0 J 

n ．8) 

n·6)，直接验证，并结合方程(1．1j 

(1．9) 

。． ，

引理2·1 设 ， 是任意两个 2×2矩阵，月 Lie括号[ 
，Wo]、[vo，wo]分 别为 

(其中 =av／ax 矿 =aw／ax) 

[ ，w a]=[ ，矿 ]0一矿  ； 

[vo，lira]=[ ，W ]a (vw 一W v )a
． 

5l理2·2 对任意2×2矩阵V，s，工，有 

(2．1 Ji 

(2．1)2 

∞ 扩 曲 

／ ．／ ／  甜 m 蚰 

， ， ● ● ● ，  

△～  ̂d a 

|1 

^̂  
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应 用 数 学 1 9 9 1_年 

LVS，L J VLS，L J十 LV’LJS， 

推论2．5 gES，工j=o，则[VS，工]=IV，L]S， 

特别 [ 工 ，工]=IV，工]工 ． 

工tu ：(： 。。：。)=(一 )a+( ：)；工 a+工 ， 

其中， (一： )， ( ，：)． 
由(2．4)可知 a=工i (工一工，)． 

令 

= ( 。
一  ：E。)：( ) A 一三) a ， 

(2．2) 

(2．3) 

(2．4) 

(2．j) 

(2．6) 

这里， ，：(： )， =(言 )， ，丑，c和F均是待定的函数． 
考虑V与 工(̈)的换位子[ ，工]，由引理2．1及(2．5)式，有 

[ ，工]=IV】，工1]+ 2工t，一 工2 】 + (tiv】，工2]一上2V2DLi (工 一工】)· (2·7) 

经计算可知 

一  ． 一  

，一B r—C窖+A，+E s 2A窖+B，+E q， 、 

，，工t +V 2LI．-工z  ̈【2Ar—c Fr c窖+丑，+ +日 J 

c ，L2H =( ) 

( --2c2Bs ~E, q)， 

故 

[ ，￡，]：f占 一c口+‘ +E。) 2 口一2占 +‘占+Eq 、一，E 一。占1．工． (2．8) ’L 
2 r一2c 一(c+Er) Br—Cq+( +Es) ，一t一2C E ，’L‘  ̈

以上，(·) 均指(·) =a(·)／a ． 

我们希望 
Iv，工] 工·( G)一工·(JG)‘工， (2·9) 

这里，G( )=(G㈩( )，G ( )，G㈩ )j ，G⋯ ( )、G ( ，、G ’ )是 a上任意的光 

滑函数，且OG =2qG 一2rG }K，，为 D—AKNS族的 Lenard算子对． 

为此，选取 

( )=__1 a ‘(口a+2qs)G l 

( )：G 2 一l qG⋯
； 

c ( )=G⋯ 一 rG J 

E ( )= G ， 

+ 一 (rd一2rs)G 一÷ + 

(2．10) 
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第 4期 乔志军；D AKNS族的换位表示 67 

从而，有 

命曩2．4 设 G ( )、 )、G⋯( )是 0上任意的光滑函数， 

G¨’) ， 且 aG  ̈ 2qG ̈ 一2rG他 ，让 

= ( 。
一  ： 。)， 

( )，B( )，C( )，E( )如 (2．10)式所示．那么 

[ ，L]垒 工一工 =L-( G)一L·(JG)·L， 

G = (G ̈ ， G ， 

(2．11) 

其中， ，，为 Lenard算子对，L．是三的镦分． 

证珊 把(2．1 0)代人 (2．8)的右端，经详细计算，不难发现 (2．8)右端的第一项就是 

厶．( G)，第二项就是 一上̈．(，G)·工． 

若 ，G=0，则 

／一2G +qG 。 =0。 fG c·2r， 

2G̈  一rG  ̈ 0， 亦即 {G c·2々， 

l—qG  ̈+rG幢 +8G̈  =O， lG̈  =c·4， 

其中，c为任意的实常数． 

所以，算子 ，的核 KerJ={c·(2r，2q，4) l Vc∈R)． 

定义 Lenard梯度递推序列( )：G．】=(2r，2q，4) ，， + 垒 (，=一1，0，1，⋯)， 

， ，为 Lenard算子对．诸 岛 是 口( ，，( )，s )及其各阶导数的多项式⋯，井且 

当常数项取为零时，是唯一的． 垒JG (m=0，l，⋯)称为 D·AKNS族的向量场．向量 

场 。计算结果如下 

X口= 

2q 一4跚 +2q r、 

2r + 4sr一2r 口 ， 口= 

(qr) 

r +2sr 1 

一 q +2跚 『． 

2qr ／ 

按递推关系 JG + =KG ，可以依次解出第 m+1个向量场 和 Lenard梯度序列G ． 

D—AKNS族方程中的第 m 1个由 向 量 场 。产生，即 “。一(口，r，s){= (捕=0，l， 

⋯ )．其中， 。产生 D·AKNS族的第一个方程 

0 ． 

耐注2．5 按上述过程得到的向量 场X =JG (m=0，l，⋯)与文[3]中求得的 D‘ 

AKNS向量场是一致的． 

证珊 由文[3]知 

c●+l 

6 +l 

2a +̂ 

o／2 

0 

a叫口a 

0 

一 o／2 

a一 rO 

r／2 

一 q／2 

0 

记上式的矩阵算子为Q，则文[3]中的p—AKN$向置场是 

算子对) 

＼ ’ 

6 I 
}● 

2a J 

(其中算 子 ，，为 Lcnar6 

g  

十 一 

钾 
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68 应 用 数 学 

f。一+I 1 。一 

，：b⋯  J：，0 6， 
I j 

2n， 1 ／ l 2口 

上式 运算过程中用到恒等式： 一，0． 

只要在 (*)式中取 (c一 ，6一 ，2口一 

场便是 ． 

：  

c， 

矗， 

2a， 

1 9 9 1年 

， (4= 一l，0，l，⋯ )， (*) 

) ：G一 一 (2r，2q，4) ，则由(*)式产生的 向 量 

Y1]~2．6 算子 ，是辛算子 ，且其 逆为； 

，— = 

{ r 

÷(口a ，一2) 
a_l， 

÷(ra q+2) 

丢 口 
a一-口 

号 

lqo～I 
a l 

(2．12) 

gI理2．7 对于 Leard梯度递推序列(Gs)，Gj=(GI”，G；”，G|l】)T 总成立 

aG =2口G}“一2rG}2’，(，=一1，0，1，⋯)． (2·13) 

证明 对于任意的 ，∈(一1，0，1，⋯)，有 ． 

G“ I=厂  K Gj． 

将 (2．】2)和(】．7)代A上式，经计算整理得 - 

G} I=÷[(a+2s—ra (口a+2口d) G}̈一r0一‘(ra一2rs)G 一r ；‘ ] 。 

1 

+ ra [(口a+2qs)G + (，a一2rs)G ]， 

G} l=一告[口a (口a+2qs)G；̈+(a一2s+qOI1(ra一2rs))G ’+qG}̈] 

+ 口a叫[(口a+2qs)G；̈ +(，a一2rs)G ]} 

Gj一+|：a叫(qa+2qs)G +O- (ra一2rs)G ， 

故 

2q·G} |一2rGI |：(q8+2qs)G}̈+(rO一2rs)G =aGI |，( ：一i，o，i，⋯)． 

另外，对 G一 ：(2r，2q，4)T (2．1 3)式亦成立，故引理2．7正确． 

定理2．8 设 G =(G}̈，G； ，Gj̈) 是 Lenard递推序列，让 

( 。
一  

⋯ ，o， 一  
．． 

其中，函数 ( )， ，( ，C』 )， ， )婊次为 

( )=号a (qO+2q )GI )+÷a-l(ra一2，引G幢l—ii sG} )+专G I 

丑J( )：G} 一{口G 

G ( )=G 一÷rG ， ’ 
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弟 期 志军：D AKⅣs旋均换位表示 

， )：÷G；”． 
‘ 

那么 [ ，LJ：L．( )， (m：0，l，⋯) 

这里， 矿 垒 ∑ 一 r 一． 
● ■●0 

证明 由推论2．3、引理2．7及命题2．4，有 
_  

[ ，LJ： ∑ [ ¨ ， ]·r  

(2．1 4) 

(2．1 5) 

= ∑ L．(JG‘，·L～‘一L．(， ★．】)·三一“’ 

：L．(，G．)=L．( )． 

推论2．9 D—AKNS方程 。 一 (口，r，s)；= 成立的充要条件是 

L。：[ ，L]， (m ：0，l，⋯ )． (2．16) 

即(2．16)是D—AKNS方程“。： 的换位表示(或Lax表示)，其中， 由(2．1 5)给 
出． 

证明 

( ，。 ) 
故 L 一[ ，LJ：L．(。 )一L．( )：L．(。 一 )．由j『理1．2，L．是单射，所 以 推 

论2．9成立． 

推论2．1 O 位势 u )：(口( )，r( ，s )) 满足定态的 D—AKNS系统： 

Ⅳ+口L 一l+⋯ +aHX o： 0
， 

： (2·17) 

的充分必要条件是 

[ Ⅳ+01 Ⅳ一L+⋯ +anW o，工]：0． (2·1 8) 

诸 。̂ (̂ ：l，⋯，Ⅳ)为常数， J(，=0，⋯，Ⅳ)由(2．1 5)给出． 

证明 

[ +01 Ⅳ一】+···十0 o，LJ：L．( Ⅳ)+口】L·( ．1)+⋯ +aML．( 0) 

：L-( Ⅳ +0I 一】+⋯ +0Ⅳ o)， 

而 ．为单射，故本推论正确． 

致谢 ；完成此文过程中，导师曹策问教搜给予热 的关怀与帮助，对此，表示衷心的 

感谢 ．同时也非常感谢屠规彰先生对奉文的指．最． 
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Commutator Representation of D—AKNS Hierarchy 

Qiao Zhijun 

(Department o／Ma ．Lfaoning Univ．110036) 

Abstract 

According to professor Cao Cewen S thought E1—2]． in this paper we 

present the functional gradient of eigenvalue and the pair of Lenard S 

operators Which are reIated to D—A KN S evoIution equations．Furthermore． 

commutator representation of nonlinear D—AKNS evolution equations is 

0btained．In the end of thi S paper．we discuss the relation between comm— 

utator representati0n and stationarY D—AKNS equations． 

Keywords：D—A KN S hierarchy；Lenard s operators；Commutator 

rerlresentation 

中南地区模糊数学和系统成果交流会在湖南大庸召开 

经中国系统工程学会模糊数学和系统专业委员会同意，由长沙水电师院数学系具体筹 

办，于1991年 7月23日至29日，在湖南省大庸市冶金职工休养所召开了中南地区模糊数学 

和系统成果交流会．会议共收到来自全国2 个省、市、自治区模糊界同仁寄来的论 文 170 

余篇，并正式出版一本会议专刊 ．大会收到了中国工业与应用数学学会副理事长，武汉市 

副市长郭友中教授派专人送来的贺信．出席会议的正式代表64人，他们分别来自祖国的l4 

个省、市、自冶区．大会在隆重的开幕式之后，进行了 8个专题报告，然后再分理论和应 

用二个大组，共 12个方向进行了交流．会议安排紧凑，与会代表发言踊跃，讨论 热 烈， 

大家一致认为，模糊数学已在中南地区以至全国各条战线结出了丰硕的成果．会议期间， 

代表们推选了中南地区联络员，并就中南区恢复模糊数学与系统分会进行了认真的讨论． 

本次会议执委会和联络员会议初步拟定予适当的时候，在海南省召开中南地区模糊数学与 

系统学术会井进行分会改选．现阶段，长沙水电师院作为挂靠单位，并推选该院数学系曹 

炳元同志负责分会联络工作． 

在郭友中教授贺信的鼓舞下，在与会同志的通力合作下，本次会议已获圆满成功，大 

家深信，在本次会议东凤的推动下，模糊数学和系统的理论与应用，必将在中南乃至全国 

各地硕果累累． 

． (曾炳盂) 
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