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Levi方程族的换位表示 

乔志军 李淑霞 

(数 学 系 ) (化 学 系) 

摘 要 本文使用特征值问题的泛函梯度方法，给出teviN量场的Lenard算子 
对 ，建~Levi方程旗的换位表示 r文术还讨 ̂ r位 势与定志Lev-蒹统之 间的关系 

关键词 Levi族；Lenard算于对；换位表示；擞分映射L．． 

1 泛函梯度与Lenard算子对 

我们考虑Levi特征值问题[1)： 

= 0 ， 0=f =-卜一。J (1．1) 
命题1．1 特征值问题 (1．1)与下述谱问题： 

= U ， u ：
／一告+早  
＼ 

等价． ，_ =音 ． 
i焘明 作变换 

．exp(专x+a ) 【1-3) 

其中，a 表示偏微分算子a的逆，a=a／a x，a 为；a1。=吉f上 ．一 
i ·J或a =i1 f ·一 ·J．下文涉及的a、a 均指上述形式，以后不再 
申明． 

将‘ -3)代入(1．1)中，注意到 =( +f告+— J )exp f专x 
+a J， ill~lJ (1．2)的正确性． 
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反过来，谱问题 (1．2)通过变换 t1．3)朗迎 ： 

尹=妒-exp I一专x+a --2 r) (1-4) 

注意到 =[妒 +I一言+一旦 )妒)·exp(一告x+a )，我们立 
知’(1．2)通过变换 (1．4)变为 (1．1)． 

因此， (1．1)与 (1．2)等价． 

根据命题 (1．1j及文献 (2)，可知 由谱 (1．2)产生的保谱发展方程族与特征 

值问题 (1．1)产生的Levi方程族是完全一样的 (文献 (2)给出了 相 应 于 谱 问 题 

妒 =百妒，百={々 +“：9 u )，的非线性保谱发展方程族的一般形式：其 
中J91牛 2，声l= 2=const，u1，u2，qJ r均 为势函数)． 

鉴于上述事实，以下我们考虑保谱问题 (1．2)． 

在 (1．2)中． 是̂特征值；向量值函数u(x詹 (q ̂ rfx)，称为 (1．2)的位势 

依赖区间 n为 (一。。，+∞)或 (0，T )；u J在无穷远处衰减为零或 以T为周期 

= ( ．让一 定义丢 ’·”· 
命题1．2 (1．2)之特征值 的泛函梯度 grad 为： 

舯 a H
一  ；； 2 l z㈣ 

(1．5) 

这里， l， 2是对应于 的特征函数 ： 

‘一专+旦 ) +q z 

=f +I专+ ) 2 

此外，本文中的(·) 均指：(·)j=并  ． 
证明 在文 (3)节 I里，我们选择 ： 

一 告+牛 m z= ，mz =r 
则有 ： 

』(一 +2(一砉+ ) + ；)dx=o 
即

．  ! I + ；) q—I }+ 1 2) dx= 丑。! l 2 dx 
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故 ／dq=( 1-I-~o2) 2·(I 91 2 dx)一 ， ／̂d，=一( 1-I- 2) 1‘ 
n 

· ( I 1 2 dxl～ ． 

命题1．3 若 是 (1．2)的一个特征值，那么以 (1．5)定义的泛函梯度grad 

满足线性方程： 

Kgrad = ·J grad (L7) 

此处． 2×2矩阵算子 J(，J分别为： 

品 一a旧2-- ra+ 川 =t 
(1．8) 

算子K，J称为谱 (1．2)的Lenard算子对． J均反称 ，且 J为辛算子． 

证明 只须证明 Kgrad^ =^·grad (1．9) 

而 ～ = 
一 ： ：a ：一 一： j+，：-I-q， 

以下验证 (1．9)式的正确性． 

(a十a qa—r t 2-I" 1)一f a ra+r 1 2+ }j 

=a f 1 2+ {)一rf I十 2 +  ̂1 2 

=  ̂ f+  ̂ 1 2 

= f l-I- 2j 2 

同理可证得：一f a qa+口)f 1 2+ ；)+f a +a ra—q)f 1 2-I- {) 

=一 f l-I- 2j t． 

在上述运算过程中，用到下述二等式 ： 

a r 1 2，=q l-I-r { 

a (q a( l 2+ l 一ra( l 2-I" { )= l 2 

故 (1．9)成立． 

附注 1 ， K就是 (2]中的递推算子L． 

附注 2 (L7)式对于Levi方程之 Lax组非线性化 、Liouville完全可积系以及 

Levi方程的对台解的研究，都起着极重要的作用． 

2 Levi向量场的换位表示 

川-_ + + 
其中，u=f吼 rj f =( l， z) ． 
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让 L：UI— L J是位势到微分算子的映射． 

定义2．1 映射 L的微分定义为 ： 

L I ⋯L + · (2-2j 

· l r。 =( 2 ／ r 。 ／z1 =r。·， ：： 
且￡。J 是单同态．因L。J 不依赖于u'所以L．J u简记为L·． 

证明 将 (2．1)中的 L(uJ代入定义2．1中，由 (2．2)式立得 (2．3)． 

= + =(一 =c-。1L1 L2 a 2 L2 0)．1令V=Vl+ 记￡ = + ，L1=( =( 。)·令 + 、 a
— r 一 

一  

2 

a ̈ =(： 一一B)； =( )，其中，一 ̂B ̂c ̂E 为待定 
的函数．下边我们做 与 LmJ的换位子 (为书写方便，L J简写为 L)： 

(V,L ) = (Vt+ a 。 Ll+ L2 a ) 

= (Vl L1)+V2 LI一 Li+f(Vl，L2)一L2 J L 一L1 J 

L1]+ L'-L~ =(-
2 

Br- C

c 

q+A

，

'+

， 
i： ，+E2 Aq +B'一+E q') 

) ·=(-
2 

E

c

' 、 

， ) 

-f[ · (-fq2 Br

-rJc

+ E

- ￡『，

~ (q-r

，

)／ ’

—  警 -rJ／2) 

、 ／Br—Cq+(A+E·』 J：2 Aq+(B+Eqy—B(q ＼ 
(*) ( L)=I i 

＼2Ar一【q—OC一(c+Ery．一Cq+Br+(A+E．旦二 一 i 

—  

-

．

B 1-f2 J 
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按曹策问教授的想法 ，我们希望 

【 L)= L．(KGJ—L．fJGJ ·f2 L J 

这里，}(，J是 (1．2)的Lenard算于对 ；G=fG fxJJ G‘ fxJJT； G 

是 n上的任意光滑函数． 

为此，我们选取 

f fxJ=一 a fG̈ +G ’J 

8 = 一 a G 

l c =a G̈ 
I EfxJ=G 一G“ 

(2．5) 

】．G fxJ 

(2．6) 

因而 ，我 们得 到 

定理2．3 设G rxJ．G ){ 是 n上的任意两个光滑函数，G=fG ，G 厂； 
让 

／一 a fG +G̈ ’J+fG 。 一G‘ J a —a G 
)= ＼ ⋯ ia fG⋯ +G⋯ + 

一 G⋯J aJ 
那么： ( L)垒 一LV=L．(KG)-L．fJG)·f2 L) t2．7) 

其中，K，J为 (1．2)的Lenard算子对，L=L J如 (2．1)中所述． 

证明 

．， 

， 一qa G 一a fqG ̈ J—a G ’一ra G +a fqG J 1 
．，、 ，

a G 、 

b̂= I a G‘1)一a ‘1 J+qa G‘1 +，a G’2 +a(rG~2 J Jb= a G‘1) 

将A、B C E的表 述式 ‘2．6)依次代 到 ‘*)式 ，进行详 细地计算 ，整理 后 ，不难 

发现 (*)式右端的第一项就是 L。 G)，第二项就是一L。fJGJ·f2 L J． 

定义Lenard递推叙列 {G，}：G_1：‘0，1) KG
j=JGj+l f =一 l， 0， l， 

⋯ )·诸 Gj的分量是 g似 竹 J及其导数 的多项式，并且当常数项取为零 时 ，是唯一 

的(q X。垒JG~f『"一0，l，2，⋯J~ Levi向量场·前几个计算结果为： 

= (； )'G l 

x =(一； 2f(gqrJr)，'一+2 qq )，G =(一rr2 2 rr' q，十| 2 q r一+ ) 广+ fgrJ 一 ’ ‘ 、一 一 r2 
：

(fq +3g ，一3 qq +q3+3 qr2—6 g rJ l 
=【 + 3 碍一 3 +r3+3 r口2—6 r2口)r J’ 

， + 3，|口一 3IT +r3+ 3 rq2— 6，2 q 
b。= 【 q一+ 3 q rf一 3qq r+q + 3碍f2— 6 q r ，‘ 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


辽宁大学学报 自然科学崾 l9业年 第2期 

m+ 1阶I evi方程 由Levi向量场．)( 产生 ：m=X fm=0，1，⋯)．特别，当r= 0时 

向量场 1产生Burgers方程 ：q．=一q +2 q ；当q=r时，向量场 2／~ mkdv 

方程 ：q =fq 一2 ．即 qt= q 一 6 q。q ． 

定理2．4 假设GI=fG ．Gj j 是Lenard递推叙列，让 Vj=WG．J仃=一1， 

0，1．⋯ )，则 ： 

[Wm．L)=L J fm：0，l，2，⋯j (2．8’ 

m  

其 中· _苫。 i一 f2 ，n～·X~Levi向量场· 
证明 因 [WL s，L)= [W，L)L ，由定理2．3，我们有 (注意KGj一1=JGjj 

[̈，m，L)=三 [ —l，L)(2 L) 
J= O 

=  L (KGi一1 J·f2 LJ一 一L (JGj一1j·r2 L JⅡl一 
】= O 

=L。(JG J—L·(JG一1j·f2 L JT|．” 

= L。 ， 

推论2．5 Levi方程 uI =Xm成立的充分必要条件是 

Lt= (W ．L) fm=0，1，⋯) 

亦即．Levi方程族中的每一个方程都具有换位表示形式 (2．9)． 

证明 Lt= ( “ 

r 

‘

Ĵ／2)=L·fU[JI u fq，rj ． 
一

 ̂ f 一 ^J／Z 

根据定理2．4得： 。 

L 一 ( ‘̈n，L]=L t J—L J=L-(ut一)，m j 

而L 又为单射，故推论2．5正确． 

推论2．6 =xm是Ly=A Y与Yt=W Y的 自然相容条件． 

证明 t + = t + ，而 t=0，yt= 

故 L c = A Wm y—L = ，̈m Ly-LWm = [ ． L)Y． 

由推论2．51P知．本推论成立． 

推论2．7 位势 u(xj=fq ^r Jj 满足定态Levi系统 ： 

N + a1 1+ ‘‘ + aN X
。 = 0 

的充要条件是 

[ + al 一1+ ⋯ + aN W
。 ，
L) = 0 

其中，诸 K =1，⋯·~j为常数：XK =0，⋯．～J是Levi向量场 

1，⋯M 如定理2．4中所述． 

证明 由定理2．4及L。是 各． 故 

(2．9) 

(2．10) ． 

(2 11 

WK =0， 
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( +a1 一 _+a Wo,L)---(WN+耋1ak“，N L 3=(Wu + 
N N N 

l 

ak。【 N～k )= · N J+ 
l 

ak‘ · N—k)= - N+ 
1

。k N— k 

又L．为单射，从而本推论得证． 
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Commutator RepresentatiOn of Levi Hierarchy 
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ABSTRACT By the functional gradlent method of eigenvalue problem， 

we find out the Lenard operator pairs of Levi vector field and is so co- 

mmutator representation of Levi equations．The relation between potential 

and stationary Levi system is discussed at the end of the paper． 

KEY WORDS Levi hierarchy。Lenard operator pairs，Commutator repre- 

sentation，Differential mapping L·． 
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