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／  一类特征值问题的迹公式 
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摘 要 本文利用文献 (2)的结果，得到了一类特征值问题Y =MY的迹公式， ’ 

其 中M 为含特征参数的2×2矩障  
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在孤子理论中，Lax方程组起着重要作用，其空间部分是一个常微分方程的特征 

值问题 研究这种特征值问题的迹公式具有重要意义，文 (1]中有较详细的阐述． 

最近文 (1)作者又发现了迹公式在可积系统 中的一个重要应用，即由它获得一种位 

势的约束，进而可以构造出新I~Liouville完全可积系统． 

文 (2)研究了下述Jaulent--Miodik特征值问题的迹公式， 

+ { 。一 (̂ v(xJ+ufxJ)}Y=0，Y∈L2f只J． (1) 

例如有 

2 i∑(̂j— f )=J(v -+ )dx， (2) 

，
2 掌 ：J 十u )dx． (3) 

目前研究 的Lax组中的特征值问题 =MY中，肘大都是2×2矩 阵，有相当一部分 

可转化 为 ( )，因而可以利用 (1)的迹公式直接得到它们的迹公式，这比从反散 

射问题去求迹公式要容易得参 下面讨论一些常见的特征值问题的迹公式． 

1 

这是 C—_Kdv方程Lax对的空问部分，其中U、v及其导数当 J X —o。时速 降 为零． 

考虑 ； 

x =  

1^2
y一圭u y斗-《 1“2一y—i1 u Jy， ∈L2 j． (1．2) 

目I理 (1．1 J与 (1．2)的特征值重合 
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证明 设 为 (1，1)的特征值，由u， 的光滑性知 10 J有二阶导数．将 

Y(x， 0̂ J满足的第二个式子求导，然后将第一，二式代入，整理后可得托(x， 0̂ J 

满足 (1．2)，即 0̂也是 (1．2)的特征值．反之，设  ̂为(1．2)的特征值，由(1．2)可知 

yx x 0̂ J和y ，̂ 0 J属于L2 J，从而yI 0̂ J∈L2 J．记y(x，10 J=y2fxJ 

1 

0 J，令yl 0̂ J=y2 x ô J一】 0̂一 u】y2似 0̂ J，刚ylfx， ô)满足 
‘ 

．  

(1．1)的第二式，且属于L2 fRJ．将上式两端求导，注意y2  ̂J满足 (1．2)， 

化简后 即知yl 0̂ J， fx． 0̂ J又满足 (1．1)的第一式，故10也是 (1．1)的 

特征值． 

定理 1 特征值问题 (1．1)在左半平面有有限个特征值 ，，= 1，2，⋯，～， 

且有 以下迹公式： 

+ N 

j dx=一2 f∑( ，一 
～ 1 

j dx；一2 N 2～ 
． 

证明令。=}n， ，uJ }U2一 — 1 u ，则(1．2)的方程成为 
．  

+ { 一 0 +一U ))Y = 0． 

由 (2)， (3)立即得到所证． 

以下2—3情形与l类似，只列出结果． 

2 

： f 一{u 一{ _ 1 ，y b R ． ．。 
、 l —f 1一专 J 

这是Boussinesq--Burgers方程 Lax对的空间部分，u，W及其导数，当 l x l— 

co时速降为零． 考虑 

+ff_̂J2y_n· 一y一《 u2一{w J J，一。，y E￡ J．(2．2) 
(2．】)与 (2．2)的特征值重台．比较 (2．2)和 (1)可得以下定理 

定理 2 特征值问题 (2．1)在左半平面有有限个特征值白，，=1，2，⋯，N， 

且有以下迹公式 ： 

寺j W dx=∑ + )， 
u  一 ∞  t 
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j：：uwdx=孝 J． 
3 

一  +u+ y) 一 v 

Yx=《 
， 

) 。Y E L2俐 ． (3．1) 

1 十u+ ' I 

这是Levi方程 Lax对 的空间部分， y及其导数，当 {X l—o。时速 降为零． 考 虑 

yx x-~-《 )。 t芸(fu+ ，)y一[{m+ +吉 + )Y‘=。 
Y∈ J (3．2) 

(3．1)与 (3．2)的特征值重台 比较 (3．2)和 (1)可得以下定理． 

定理3 特征值问题 (3．1)在左半平面有有限个特征值岛，，=1，2，⋯，N， 

并有 以下迹公式 ： 

一 ÷f uvdx=~ + J． 

4 

y 《 

一  +}u ，y
， y RJ ． 

v 一  

这是TD方程的Lax对的空间部分，设u及其导数当{X l—o。时速降为零，V丰 0且 

当 l x l_．o。时渐近于 叶， >2． 由 (4．1)消去y1，得 

=  。 -- 3
．

fu+ J +( 一 1 
x +}u + 抑+ x c4．2) 

而令zV_=y2， 则上式可化为 ； 

= z一 + z+ 一 u +}u 十 詈吾一一} z 
(4．3) 

在上面对v作的假设下，若y2是 (4．1)的对应于特征值 。的特征函数 ，由反散射理 

论，当 j X{一o。时y2按指数衰减为零，故Z也属3：L2 J，aP̂ 0也是 (4．3)的特 

征值 反之，若Z∈Lz J ，则y2∈L2 J． 因此 (4．2)与 (4．3)的特征值重合． 

仿1中证明，可知 (4．1)又与 (4．2)的特征值重合． 因而可得如下定理． 

定理4 特征值问题 L4．1)在左半平面有有限个特征值刍，，=I，2，⋯，N， 

且有迹公式 ： 

一 ÷f 出=∑ + J， 
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一  J u dx=孝 一 )． J 
以下5—6的情形与4类似，只列出结幂 

5 
=t一：二 ：+_ y 

这是李翊神方程的Lax对的空间部分． 设u，v及其导数速降为零 ，u+V丰 0，当 

x 斗∞ 时， + 渐 近 于x一 ， > 2． 

定理 5 特征值问题 (5、1)在左半平面有有限个特征值岛 

且有迹公式 ： 

一 } uz—v2)dx=妻 + 

f= 1， 2，⋯ ，～ 

6 
= ( 

一  

十v) y (6．1) 

这是胡星标方程的Lax对的空问部分．假设u及其导数当 x I一。。时速降为零，u丰 

0，当 I x 1一。。时U渐近于x～ ， > 2． 

定理 6 特征值问题 (6．1)在左半平面有有限个特征值 ， =1，2，⋯，N ， 

且有迹公式 ： 

f +4 vu )dx．- + )． 
fc, 1 
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ABSTRACT Some trace formulas of the Same class eigenvalue problems Y =MY 

are obtained，where M is 2× 2 matrix which contain spectrum pavrameter． 
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