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Dirac特征值问题的特征展开 

定理的一个证明 ． 
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摘 要 车文用留数方法讨论了有限区间上Dit~ae特征值问题的一些基本问题，证明 

翘 词 Djrac 聊  掣 程J 
1)irae方程组是量子力学的基本方程之一 ，研究它的特征值问题具有重要意义．文 

献 1)对它的一种形式在有限 间上的特征函数展开定理给出了两种证明，一种用 

的是差分方程的方法．一种用的是积分方程的方法．本文对 Dirae另一种形式在有限 

区间上的特征 函城展开定理给出一个证明，用的是留数方法．这种方法 的优点在于便 

于进一步讨论非自伴情形下的特征函数展开定理和获得特征值的迹公式，我们将另文 

下述方程组称为Dirae方程组 ： 

+p(x)yl+q jy2=^yl，一 +qf yl—p(xjy2=^y2 (1) 

本文始终假设p J、口r ∈C (0， )t并研究 (1)在以下自伴条件下的特征值问 

题 

yl(0}sin +y2(0)COS =0．yl(7r)sin + (丌】COS ； 0， f 2) 

其中 ，口为常数．为简便计，引入 以下记号： 

c
一  ；，+t： 二 ，，D ， ， 

l1 y1(0)sin +y21 0) cosn， ￡2 y三yl{百)sin口+y2{订)cos声， 

： Ly=  ̂ 1 r= 0， 2 y= 0． 

再记 F= {，=f̂ 上 l̂  jf，2 j∈C (0，丌)， l，= 0， 2，= 0 )， 

本 文证明 f￡j有可列个特征值，F中的元素都可按 fq的特征函数展开为广义富氏级数． 

车文 1舯e年 1O月19日收 到 

＼= 

，  
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1 Cauchy问题解的估计 

考虑 Cauchy问题 ： 

(c0 J：L = 1(0)=COS ， 2(0) =一sin ； (1．1) 

(C )：L = ， 1(7r)=COS，j， 2( )=一sin，j， (1．2) 

其中 =( 1， 2) ， =( 1， 2) ． 

命题1．1 (Co)和(C )的解 和 的分量为 的整函数． 

证明 以 为例 ，关于 的证明可类似进行． 

， 由下面与 r 1．1)等价的积分方程确定 ： 

1 ， J=cosa+j {qffJ l ff， J一 [pffJ+ ) 2 ft， J)dt， 

2 ，̂J一一sina+j：{qffJ 2ff， J+[pffJ一 ] 1ff， J}dt． 
用通常的迭代法容 证明它的解存在、唯一．由迭代序 列的一致收敛性 知 1， 2为 

的整函数． 

命题1 2 当 Î I—oo时， 和 分别有 以下渐近估计 ： 

l f ，̂J一 。 n 一 J+0‘T卉 。～) 

2 
川 =sin 一 o‘_丁 。卜 )， c1．3) 

1 ，̂J=c。s[ (7r—x)+，j)+0‘T 1 e I~-~t， f1．4) 

2 ， 一sin( (7r—x)+，j]-I-0(一 e卜̈ ⋯1， 

其中 = +iT． 

证明 以9为例． 

(1．1)与下面积分方程等价 ： 

1 ， J=cos( x一 )+j {(qf l ff， 卜pffJ 2 ff， J)COS (x—fJ 

+ [qffJ 2 ft， J+pffJ 1 ft， J]sin (x一 }dt， (1．5】 

2 ， J=sin(̂ x一 )-I- { (q(t)p1 ff，^J—pf 2ff， J]sin “ 一 

一 (qf” 2 ， Ĵ-t-p 1ft， J]COS (x—t)}dt f1．6) 

令 1= 1 e ， 2= 2 e ，则上述方程化为 ： 

十

一

ljq+ 椰 )dt+ I：fq一 

)  

e  ， 

叫 
似 m 

e 2 e  

(  J  

1 —2 lf一 
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c e 

“ ～  

一

e ：+ fq+ 妒 。 号J fq—ip) 妒 =— ‘e —e：+i J。fq+ Jr妒1+ 2 Jd +f．’j J J。fq一 
2f̂I 一t) 

(妒1一I妒2 Je d t． 

再令 1=妒 一 ， =妒1+ 2．则有 

= e + dt 

= e 

“ 一 

+ fq一帕J 1 2i~(x-0 dt 

先设 = + ，r≥ 0，则 I e nI≤ I e 州 ≤ l
， 故 

j妒1 ≤l+j M i妒2 i dt， 

2 ≤l+rM 1 j dt， 
这里 ，M =max q+ip ． 

从而 j妒1 i+ i妒2 i≤2+M 】 [ 妒1 + 妒2 )dt．由Bellman引理[2 

1 + 有界， 1 ，i 2 i也都有界． 由此 =of e ， 

2一 o fe J一 

对 (1．5)，r 1．6)进行分部积分便得所要证明的 (1．3)．对于 r< 0， 的共轭 

必 满足 

， ； +p +q ；= ， (o)一cos ， 
一  +q 一p ；一 ；， ；(o)=一sin ． 

此时 = +』f—r．I， 一r>O．对 有 

1 一r 

=cos( x一 )+o‘T 1 ) 

而 

1一cos( x一 )+O( 1
一

e ) 
^ 

总之无论 r如何一定有 

r COs(̂ x一 +o(__ )． 
1 l 

其它三式 证 明类似． 

命题 1．3 记 与 的Wronski行列式 [ ， )= 1 2一 2 1三∞( )， 

是 rEJ的特征值的充要条件是 ^为 ∞(̂ )的零点． 

证明 由于 L的第二项矩阵的迹为零 ，故 W ， )与 X无关，只与^无关 ，可 

记为 ∞(̂ )．若 0̂是 ∞(̂ )的零点，则 (x，^0)与 (X， 0̂)线性相关 ．因而 
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1 9(x， 0̂)= 2 (x， 0̂)= 0． (x， 0̂)与 (X， 0̂)都是 0̂对应的特征函数， 

 ̂是特 征值． 

反之，设 0̂是 fEJ的特征值，妒(X， ô)为相应的特征函数． 由于 1 (x， 0̂)= 

0．21妒(X， o)= 0，所以 W ( (0， 0)，妒(0， 0))=0，从而 W ( ( ， 0)， 

妒(五 n)]= 0，即9(x， 0)与妒( 0)线性相关．同样由 2妒(X， o)= 0， 

2 z(x， 0̂ 0可知 妒(x，^o)与 x(x， ô)线性相关 ．因而 ( ^0)与 (墨 0̂)线性 

相关．09(̂ )= 0． 

命题1．4 当 ^I一，x-时，∞(̂ )有以下渐近估计 ： 

1 IfI 

09( )=一sin(ATr+ 一 )+0( 工_ e )． (1．7， 
I ^  

证明 将 (1．3)与 t1．4j两式代八 ∞(̂ )的定义式即得所证． 

2 特征值与特征函数的性质 

引理2．1 设 f=ffl，如) ，g=fg1，g2 ，‘g∈C ， 

则 

Lfdx=f：， Lgdx+W( g)I： (2．1) 
证明 直接计算 即可验证． 

引理2．2 设 【x， )̂和 【x，  ̂)分别是 fCo J对应于^和  ̂的解，烈 

，、 ．T， ’、 ．， ¨ 一 一1 1 l( )̂ 1(  ̂)1d (̂
一  )l

。 

，  ̈ )x J i)一 i， ⋯ J n ⋯ l⋯ ， ⋯ l 

： 一 二 l  ̈ ) ．1 (2．2) sin口 l 
2( ) 2( )l ⋯ 

证明 在 f 2．1)中 令 f= (x， )̂，g= (x， )，注意到 W ( (x， )， 

9(x， ))I ：0=0，L (x' )= (x， )， (五 )= 9(x， )，不妨设 

COS口≠ 0 (如果 COS口一 0，则sin口丰 0，可证 (2．2)的第二个等式成立)． 

， ⋯ f ⋯  I 1( ) 1(7r )I ( 
一  j

0 ) (x， )d I ；i：； ； ：，；I 
1 l 1【 ) l【  ̂) 

COS l l( )sin + 2( )cosfl 2( )sin口+ 2( )cos 

1 l 1(7r )̂ 

COS I一吼( )X 2( )+ 2( ) 1( ) 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


作者 ：李梦如等 Dirac特征 值问题的 

1( ) 

一 伊1( ) 2f )+伊2( ) 1( 

一 二 l 1( )̂ 1(  ̂)I 
COS口l )̂  ̂) I 

后一等式可类似进行证明． 

命题2．1 f目只有实特征值．相应于不 同特征值的特征函数彼此正交，即 ：若  ̂与 

 ̂为不同特征值，妒(五 ．̂)和妒《 î)为相应的特征函数， 

则 k妒 (x'̂ ．)妒(‘  ̂)dx=0． 

证明 L可视为定义域是 F的算子，由引理2．1，L是对称的，即 ：若定义内积 ： 

《f e)=io fl g dx 

则 ‘ =f‘Lg)． 

由泛函知识知 L的特征值必为实数，且对应于不同特征值的特征函数正交． 
1 

引理2．3 设 ^= +『T，Rn=仃+ + ，仃∈Z， =( 一口)／丌，则 
f l 

‘ 

e ／I sin(̂丌+口一 )l<2，当 =R ， 
r I 一 1 

e ／l sin(̂丌+口一 )I≤2／(1一e )，当 2-I≥{． 

证明 I sin(x+iy) =sin。x+sh 当o-：R 时， I sin(̂ 丌+口～ ) 

= l+sh (f =ch (f ，所以 

e ／I sin(̂丌+口一 )I=e。 。 ／ch(f <2
． 

当I f I≥吉时J sin(̂丌+口一 )I。=sin。( 丌+p-- )+sh f丌≥sh。(r砷， 
e

～

／ls州卅～，。 _e兰 ≤ ≥ 
命题2．2 r目 有可列个离散的特征值． 

证明 记 n(̂ )=二sin(̂ 丌+口一 )， 由 (1．7)对大 Î }有 

一1+0(___l n(̂) ‘  ̂
记 f 为一矩形，其四个顶点为 

( 0(̂ )= 1+0( ) 

sin(̂ +口一 ) 

R (1±f)，R一 (1±，)， 

) ． 

n∈ ．由引理2．3在t 上 

(2．3) 
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由复变函数中的Rouehe定理 ，在 f 内∞( )与 0(̂ )有相同个数的零点．如果 ∞( ) 

仅有单重零 点，则∞( )在 内有 2 n+ 1个零点，让 n一。。可知 ∞( )有可列个零点． 

又固∞(̂ )为整函数，不恒等于零 ，故∞( )的零点没有有限极限点 (否则由解析函数唯 
一 性定理“ x) 0)．下面证明“ )̂仅有单重零点．事实上 ．由引理2．2 

) ( )出=_c 1 )̂ 血  

∞( ) “  ̂)一∞( ) 

 ̂一  ̂

此处 ： (丌' )=旦 L
， ( )= 詈 ．若 。是 ( )的 重零点一 

≥2，则 ∞( a)一∞ 《 0)一O，上式左端大于零，右端等于零 矛盾．综上所述 ．即 

知 命题成立 ． 

命题2．3 设  ̂是 fE)的特征值，则存在 K ，使 

( )=K ( ，  ̂) ， 

『( =∞ ( ) ( ) (x， )出 (2．5) 

证明 是特征值一故 ∞( )=0， (  ̂)与 (x，  ̂)线性相 关 ， 因 而 存 在 

K ，使 

(x， )=Kn ( )． 

将 = 代入 (2．4)中，注意 

1( )=『( 1( )=『( COS (2．6 J 

即得 (2．5、． 

3 特征展开定理 

定义 f[J的Green矩阵如下 ： 

．  

1 ， 1‘y， )̂ 1‘x，A) 

『 (̂) ≥1( )̂ 2( ) 

G j=1 1 ， 1( ， ) 1( )̂ 
(̂ ) 2(X， ) 1( ) 

)，y< ， 
L  

(3．1) 

)，y> ． 

定理3．1 设 不是 f[j的特征值，则对任一 ∈C(0， )，问题 

，  

，  

(  

一 
㈨ 

= 
出 

1^ 
得 

 ̂ T 1_ 

^  

夸  

^ ^ ^ )  
^  ^  

l (  

2  

^ ^ ^ )  

l (  

i  2  9、 
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Y2’+pyl+qy2一 y1一 一 ，1． 一y Jcqyl--py2一 y1=f2
， 

，1 y— O，，2 y— O (3_2) 

在 F中有唯一解 

tx， ，f)= G(x，Y。 )f(y)dy 

证明 可直挣验证中满足 (3．2)．事实上， 

中 ： t ； 咖+ 万1 J：t 
记 中 (中1，中2)，“ 中1(0) “ +中2(0) 。 『- 

( l(0， )sin + 2(0)COS ] ： 0， 同样 可知 ，2中 = 0． 

屯 ＼x ~)Foo f)《y)dy+x 2《x， )t fm ) 

+ ， J ( ，)(y)dy一 2 r J( ，) J) 

(3．3) 

1( )( ，)( 、． 

2

(‘ )(ZTf)(y)J oy 

k ( 州 dy- 

(xx1一PZ1一qx 2)E‘ ~(y)dy-F(．LqJ2一pqJ1一qqJ2) 

L ，)(y)dyj+ L一 ‘ 2( 1̂+ 2f2)一 2( 1，1+ 2，2)) 
= 中 1一 P中 1一 q中 2一 fi 

即 +p血 +q中2一 血 =一 ^，同样可得 另一等式． 

似设 (3．2)有两个解中和 ，则 中 一 满足 r￡J，因 不是特征值，故 中一 

0．即 中 ， 一 性 成立． 

命题3．2 当 ’f∈F时，若 丰 O，则有 

中(x， ，忙÷，+÷中(x' ，Lf)． f3_4) 
证明 注意到引理2．1．L ： ，L = ，，∈F， 

‘ 1‘： ：：：：： ： ： ：：：：≥ ： ： ， 
一 —

L f,tl( ) ( L ) Jd + 1(x， )L『(f-j,LX](y)dy 、 
‘ 

2f ， ) ( + 2f墨 )f(， ) 

1 l(x， ) ：‘ ) + 1(x' ) ：‘ )I x l 

。

∞( ) 2(x， )W(‘ )I；+ 2(x， )W(‘ ] 
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一 一  

， l(墨 1) ( ，) + l( )̂k ( ，) 、 
(1) 、 

。fx．1J I [ ，)(y)dy+92( 1)』：( t~(y)dy 
． 

1 ， ( 1(x' ) 2( )一 1(x’ ) 2( ))，l J 、 
’

∞( ) 、 ( 1(x’ ) 2( )一 1(x， ) 2( )) f 

= 中( ， 一(，l J) ． 

从 而 (3．4)成立． 

命题3．3 中( ，o是 1的亚纯函数，其极点 恰 为fEJ的特征 值 ， 都 是 单 重 

的．在1 处的留数为 

‘ ， ，o n ， ‘3·5) 

其中， =f‘ J= f fxJ J 妒 J= 一 ． 一 ( )
， 意义如命 

~／ I1 ) 

题2．3中所述． 

证明 由中的定义式， ， 和 ∞都是 1的整函数，故中为1的亚纯函数，其极点 

与 (1)的零点重台 ，恰为 fEJ的特征值 ，。( )的零点均为单重 ，故 中的极点也为单重 

注意到 ∞( )= 0，x(x， )= (墨 )，有 

Res中1(x， ，o=lim 
^一 — l 

一  

∞( )一∞( ) { l( ) ( )f d 

+ l(x' )L J } 

= (Kn l(x， )／∞《 )) L f 1 Jd 

一 1 J k f - d 一 l fxJ． 

同样可证 R es 中2( ，f)一 妒2 fx̂ 总之 (3．5)成立． 
⋯

n 

命题3．4 设 J∈C(0， )，对于 1 E ，当 I 1 I—o。时 ，中(x， ，o= 

： 0( )， 的意义如命题2．2所述． 
仃 

证明 注意到 sin( — )I≤e ，I COil( — )I≤e ， 

CO8( ( 一x)+口)I≤e II~-x
，

)

I sin[ (7r—x)+口)I≤e ： 
可知 

l( )，l( I≤M1 I l( )I M 为 I J 的上界． 

再 由 (1．3)式知 l( )，l = 0‘ 1 。⋯ )
， 同样可知 
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5 2( )̂ =0(--．1
f0 I ‘ 

j 1‘y，̂ )f1 ,c／y=0‘一了1_ 

J 2( A)f2∽dy=0‘ 1 e⋯ ’l
· 

将上面估计式及 (̂ )在f。上的估计式 (参见命题2．2的证明) 

一  一 ⋯ ～ 一  一 一 ： e

⋯  

( ) n(̂ )+(1+ 0( 1T )) 一sin( 丌+口一 ) 

． (1+ 0(-- ．_ )]= 0(e ) 
⋯  

．  

一 起代入 圣l(x’ ，̂f)的定义式可得 ： 

(x' ， ： (e～ ．⋯ 10 
1 7 1 e )=0(号 )． (x' ， (e ‘⋯ 。 ) 0( J’ 

在2 上0‘T )=0( )一同样可证圣 (x'̂，f)=0(告)· 
定理3．5 设 ，∈F，则 阿 按 展开为一致收敛的级数 ： 

童 ， _- ， (y)ay． ‘3·6’ 
n； 1 ” 

证明 当 A∈l 时，对于大 n，有 

圣(x_ ，̂Lf)= 0( 
n
)， 

1
圣(x' ，L，)d̂ = 0( )． 

对于 (3．4)式两边沿 f 积分，对 于大 n·有 

⋯ 1 1 

∑ Res圣( ，L = j+ 0(一 ) 
k ^=^ n 

再由命题3．3 。 妒
k
fxJ： j+ 0( )．取 n 。。，即得所证． 再由命题3

·3 妒kfxJ j+ (言)·取 ’即得所证· 
沣．可按诵常方法证明 f∈L2时的 L2展开，由于篇幅所限，不再讨论． 

，  

一 

x

)  

r  

e 

e 
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A Proof of Eigenexpansion Theorem 

for Dirac Eigenvalue Problem 
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Department of Mathematics，Zhengzhou University 

Qiao Zhijun 

Department of Mathematics，Liaoning University 

ABSTRACT Some essential properties of Dirac eigenvalue problem on a finite 

jntervaI are discussed with residue method． The theorem which function vector iS 

expanded to become a generalized fourier series is proved according to eigen~fuction 

vector． 

KEY WORDS Dirac eigenvalue problem，Residue method，eigenexpansi0n 
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