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摘 要 

本文给出非线性发展方程族的一个生成格式 (该格式包含了保谱族与非保谱族作为其两个特 

殊情况)．并提供该格式下发展方程族 Lax表示的广义结构．最后，作为应用．我们讨论了Levi 

族发展方程． 

关t调 皇壁整苎 广义结构 Le 族 

一

、 引 言 

撮 锂獗， 鳓 
艇丧示 

在孤子理论中，寻求非线性发展方程的Lax表示，并探讨Lax算子代数结构等性质是非 

常有趣的课题．马文秀在文[I，2]中曾研究过等谱、非等谱发展方程族的Lax表示结构．为 

讨论方便，现将[1，2]的有关结果统一如下： 

设位势向量函数 一( ，⋯，Ⅱ ) ．则与Ⅳ×』v谱问题 

工 ) 一  ̂，m皇0丑 ( ≥0，0=const) (I．1) 

相联系的非线性发展方程族 (等谱情形，Ⅱ=Oj非等谱情形0≠0 7 

“|一， G。 (m≥0) (1．2) 

具有Lax表示 

m  

工l [F ，工]+aL骷，} ∑Vj一【工 一 【卅≥0) 【1．3) 

的条件是I 

(i) (1．2)中的G n及(t．3)中的 一 由算子方程 

[ 一 ，L]一 (，G。)一al (，为恒同算子) 

决定I 

(ii) (1．3)中的V，兰 【G，)鲁 ( G。)(，皇o，1，2，⋯，卅一1)由算分方程 

[ (G)，工]篇工*(KG)一工*(,fG)工 (VG=(G ，⋯，G ) ) 

的算子解 = (G)代以G= G嘏 出，这里 =， ，工． 1垒—鲁1．． 工(Ⅱ+ )． 
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根据这一过程，一些非等谱(0≠0)发展方程族、等谱(0=0)发展方程族及其相应的 Lax 

表示被导出 ， ．璺 

对于谱问题(1．1)，要想产生方程族(1．2)，则关键须解出使(1．4)成立的Go及V—t'要想 

让方程族(1．2)具有Lax表示(】．3)，Ⅲ 关键须解出(1．5)的算子解V=V(G)．关于后者，我们 

已有一些讨论 ，限于篇幅，本文不拟涉及}关于前者，我们发现对某些谱问题(比如Levi 

谱问题，Kaup Newell谱问题等)而言，(1．4j不易求解或即使能解出，其表达式也较复 

杂，这将不利于非线性发展方程族(1．2)的生成，针对这一问题，本文将提出方程族(1．2)新 

的生成格式，推广并简化 l】．d)的运算，继而给出在新的生成格式下非线性发晨方程族 Lax 

表示的广义结构． 

二、非线性方程族的生成及Lax表示的广义结构 

现考察一般的N x N谱问题： 

上 一上( ) =弛 (2．1) 

其中 上一上( )是N x N谱算子，“一fUt，⋯，“ 1 是位势向量函数， 为谱参 数， =( ， 

⋯
， ) ． 

依谱梯度法 ，我们总可以找到所谓Lenard算子对 = (Ⅱ，a，a )，J—J ，o， 

a )，(o=o／ox，∞～=a a一1)，使得 

KV-̂ = 。̂·~lV ̂  【2
． 2) 

这里 u {}是(2．1 J的谱梯度，可按一定的方法 去求得|c为基固定的常数，一般 
来说，由(2．1)的具体形式而定．算子 密 J。 就是通常的递推算子或强对称算子．通常， 

， ，反称且二者至少有一是Hamilton算子． 

^ 』 

现在来阐述I 2．1 J的发展方程族之生成过程．仍记L ) I。．。L(u-r e~)．对于任意 

给定的NxN矩阵算子Ⅳ一 m。』J Ⅳ，我们建 ：如下由一2．1)的Lenard算子J以及算子工*生 

成的关于未知函数向量G一- (G f，⋯，G ̈  的算子方程 

L*(JG．1)一M (2．3) 

记(2．3)的解集合为 (一般非空J．设 ≠ ，任取G一1∈ ，构造 Lenard道推叙列{G』}如 

下l ： 

G』=J～KG』一1=窑 “G．1 (，=0，1，2，⋯) (2．4) 

由向量场 (")台JG 一J2 “G一，产生的非线性方程 

(“) (m=0，】，2，⋯) (2．5) 

称为(2．i)韵非线性发晨方程族．至此，靠新格式f ．3)， 【2．1)的发展方 程 族l2．5)得 以生 

成，而且新格式(2．3)比(1．4)简化些 下文可知(2．3)包含了(1．4) 

定理 设 一( u) 是一个任意给定的N×Ⅳ矩阵算子，对给定的谱问题【2．1)，作如 

下假设： 

(i) L=L( 沿 方向的Ga~eaux导数算子L*【}j是单射’ 

(ii) (2．3)的解集合 ≠ ’ ， 

(iii) 对任意G一(G(“，⋯，G( J ，由Lenard算子对K，，生成的算子方程 
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发展方程族Lax表示的广义结构 

~$gq：iNv=v(G)．那么(2．I)的非线性发展方程族(2
．5)具有下述Lax表示 

V G 

m 、 f卅 、 n 1 

一 ∑ l JL一 I ’ 
』一口 ， 

其中 G，一 由Lenard递推叙列(2．4，决定． 

821 

(2．B) 

(2．7) 

m  m  

证明 [ m，￡]=∑ [ 0G一-j，L]Lm-J： ∑ (￡ (KG 。)--L (JG．1-1)L)L 
』一口 』·口 

∑ (L (JG )L 』一L*(JG』一 )Lm—J+ ) 
』一口 

= L*(JGm)一L*(JG 1)L 三*(JG仇)一埘 L + =L*( )一Ⅳ Lm-。
． 

因而 [∥m，三]+ML =厶 ( ) (2
． 8] 

又L*(“f )=L] ，故 

L*(“ ～ m ))=Lt 一([W ，L +  ̂Lm+ ) 

但L*为单射，故而(2．7)与(2．5)等价． ． 

由(2．8)及(i)，我们易得到 

推论 位势向量函数Ⅱ满足定态系统 

Co Ⅳ )+C 如 一l )+⋯+C 。 ) 0 (c。，⋯，c =const) 

的充要条件是 

[鸯c⋯ ，L]=～ 娄c 一 工”。) 
注1 若取Ⅳ o，则(2．3)变为L*(JG一1)：o．此即，6' 

的保谱族( =0)．其Lax表示(2．7)恰好是文[8j的结构． 

往2 若取M=al(I为Ⅳ ×Ⅳ单位矩阵算子．。=COil st) 

(2．9) 

(2．iO) 

～

0
． 此时产生的发展方程族(2．5)印是(2．1) 

则由定理．北时产生的发屣方程族 (2．5)的 

Lax表示结构为：L =[W ，L]+aL ．矿 = (Gj—1)L ．这目8好是谱问题(2．1)在非等谱条件 
J-D 

t一8 ¨下产生的非保谱发展方程族的Lax表示结构㈨．但此时(2．3)的蟛式 L (，G～1)=。，比(1．正)简单． 

较易计算． 

往5 在Lax表示(2．7)中，令m=0．则(2．7)变为：L =[ 口．Lj+ⅣL，这便是Manakov：t~：提出的 

L—A B表示，方程“ = o(“)具有这种表示．-B文秀[111讨论了这种L- B表示 代数结构．本文利用 

的任意性眨(2．7)式可构造相应发展方程“ = D(“)~Manakov算子对_I1】．从而回答l『定[11]柬的第一十 

阿题．从这个意义上讲，Lax表示(2．7)是可积系L_ B表示均推广．自然我们想到 Lax：~示(2．7)所生成 

的算子代数结构．这将在另一文审详细讨论． 

洼4 对于培定为谱问题(2．1)．定理中条件(i)、(ii)容男验证．因此要想得到方程族(2．5)的 Lax表 

示．黄键在于寻求算子方程(2．6)的算子解 = (G)．而这一问趣在以前的文章J l 均有一定的解答． 

往5 由推论Ip的(2．8)式，我们还可 产生定态系统的算子Lie代数结构 】． 

由注 1及注2，故我们不妨称【2．7)是发展方程族(2．51的Lax表示的广义结构．下边我们 

以LeVi谱问题 说明方程族(2．5)的生成及其相应的Lax表示之广义结构，其方法可应用到 
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其它形如 (2．1)的谱问题上 

Levi谱问题Ⅲ 

L ，三一三(“， 

flgLenard算子对 ，为 

乔 志 睾 

三、具体实例 

卜a+半 u 

口J I (一a a÷ 0=O．／Ox (3．1) 

=

(： 。 卅--aO。+ )，，一(：：) 。 、a 一a + a a+a ， 、a n， 、。。 
显然 L*c ，一(兰 =- 。 一 ，， )， =c ，，且厶。是单态． 

由文[1 3]知，对于LeVi谱问题 (3．I]相应的算子方程(2
．6)有算子解 

卜专(G ’+G ) +(G( )～G )a —G川 
=  

(G) 1 ． 1， I 
G：” 专(G( )+G( ) +(G )一G c ))a J 

、 一 i ， 

(VG=(G c“，G( )) ) (3
．3) 

在(2．3)中，若取 =o，则(2．3)变为 ，G— 一0，即G— EKer]
． 此时由(2．5)产生的发 

展方程族即是(3．1)的保谱族 (见[1 7]，节2)，其Lax表示(2
． 7)与文[1 3]结果一致． 

在(2·3)中，若取M al(a#0，d—c0nst，，为 2×2单位算子)，则(2
． 3)无解 (相当 

则(2． 

口= C0n8t (3
．4) 

G )一
一  

：(詈 ) s， 
解得G—I=( ．．J，其中 ， 是任意选皿的常数． 十d

2 

故此时产生的发展方程族(2．5)为： 

l uJ =，2 +̈．
。

a x

+

+

d

d

：~) ，c，一 (：：： )rm=。， ， ，⋯ cs．e， 
其中 ，，由 Levi谱问题(3．1)的Lenard算子对(3．2)式给出

． 按定理， c 3．6)具有下述 

Lax：~ 广义锗摘l 

L =c m，L +(
一 ： ：)·。 Lm“1 

、 l● I-I ll ，  

他 

／●、 ， 『『 一 

为 
一 
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发展方程族Lax表示的广义结构 

f一÷(G【_lf+G )一+【G 一G )a—G ， 
= ∑ l 

。I G； ， 吉(G} +G )，+(G ～G； 

B29 

【(3． ) 

(2L) 一 1 J 

(J．一‘ )，(甜ax
+

+ d

。

t

，
)， 一。，1，2，⋯，决定．(3．6)与(3．7)是两个全新的结果．下边考虑 

M=(m¨) 的一般情况． ‘ 

肌 嘴  一 叫 慵 一 
( 一( Ⅲ ’ -o

⋯

-

'A+ )cm⋯  ，⋯ s 

Lt 一[W ，L]十 

+ 

A 

其中 W 的形式如(3．7)中第二式所示，只不过W 中的G ，=( l， G 1) 由 G 1= 

，一0 ’A+dI
、 

(， K)，I l(_『=0，1，2，⋯)给出． 
0 B +d： 

至此，Levi谱问题产生的每一族发展方程及其相应的Lax表示的广 义 结梅 均 包 含 在 

(3．8)与(3．9)两式之中．对不同的 ，B，由 f3．8)产生的方程族也不一 样，那么发展方程 

族之间有怎样的关系呢?尚需进一步讨论． 
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Nonlinear Evolution Equation 
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Shanghai 200433 P R．China) 

Abstract 

A new production form for a hierarchy of nonlinear cvo】ution equations 

(NLEEs)is given in this paper．The form COntains productions of isospcctral and 

non-isospeetral hierarchy．Under this form 8 generalized structure of Lax rep 

resentations for the hierarchy of NLEEs i s thus presented
．
AS a concrete example， 

the Levi—hierarchy of evolution equations are discussed st the end of this paper 

Key words p roduction form．generalized sir~cture，Levi hierarchy 
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