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Tu族演化方程的换位表示 

乔志军 

(辽宁大学羲学系 沈阳 110036) 

n 2 

撮娶 本文刺用特征值的泛函梯度方法．先绔出Tu谱问题的 Lenard算子对}尔后 

’ 通过求并一个关键性的算子方程，得到 Tu谱问题的演化方程族之换位表示 ． 

关■调ITu谱问遐ILenard 

AMS(1991)主■分类；35Q5 
鼻子对，苎堡垒垂 
3，58F07 

1 泛函梯度与Lenard算子对 

考察二阶Tu谱问题 

一 U ， U = 

|甍{ 柱 

0 1+号(g+枞 

+̂号(g—r) 0 

， ( 纭 

， ： ． (1-1) 
【 J 

其中 是̂(1·1)的特征参数，向量值函数 u Z~(q，r) 称为(1．1)的位势，依赖区间0为(一。。， 

+o。)或(0· )l ∈0且“ )在无穷远处衰减为零或以T为周期 ．让“一 +池 ，则有 

命■ 1·1 设 为̂(1·1)的一个特征值，(以， ) 是相应于 的̂特征函数，那么特征值 的̂ 

瑟函梯度为： 

鱼  
)= 一丢僻+虿1̂一 僻 
丢僻+号̂一 ’fL[僻+号(g+r)̂一 搦]dz)～． (1．2) 

。 ． ．

证 在文[ ]节。里，我们选取m 0，m z=l+}(q-k ̂_。，m =̂+吉(g一 ，则稍 
加整理就有 

L[(～百1 十 1̂一 )曲+(号僻+i1～ ) ]dx=8 [僻+i1(g+ )̂一z蝣]d ， 
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故(1．2)式成立 ． 

命题 1．2 设 是̂(1．1)的一个特征值．则以(1．2)式定义的 满足算子关系式： 

K V^= ^·JV 。̂ (L 3) 

其中K， 是两个斜称的微分算子(a==a／a~)， 

K = 

一

1 (2q8+ 2由 一 a旦
r 

a旦
r
∞ 

一 {(2手a+23~-- 却 

且 J为 Hamilton算子0] 

证明 

一  

=  

一 {(2ra+2a譬一a号 ) 
一 ÷(2 +2由一 ) 

一  们2 

一 {(2r—a手a) 

一  ，ra 

一

1 (2
q一 ) 

，J — 

a 

里 a 
r 

a里 
r 

a 

(1．4) 

， = a= 1． (1_5) 

因此，只须证明 

I1 ·V (1_6) 
1 1 

将(1．5)与(1．2)直接代到(1．6)中进行验算，利用关系式(一寺 +÷ _̂1 ) = 
-  

1 1 

一

-̂1呻1 ，(÷ +÷ 以) =(2+  ̂口) l 2就可知道(L 6)的正确性 ． 

定义 1．3 使(1、3)式成立的算子对 ， 称为Tlu谱问题(1．1)的Lenard算子对． 

． 注记 Lenard算子对 ， 通常不唯一，但尽可能地选择 ， 为Hamilton算子(至少是 

斜称的)．不过， K是唯一的，(1．4)式即是[1]中逆推算子 上̈ 

2 演化方程族的换位表示 

龠■ 2．1 Tu谱问题(1、1)等价于下述特征值问题： 

Z = L“ ) = ， L ： L“ )= 

1 

一百【口一 

一 号[(口一r)a+g 一r ]a 号(q+r) 

其中， =( ， ) ， =(2，r) ， 一 ，扣 a／妇，以后不再申明 、 

证明 显然 

定义 2．2伽 谱算子工在方向 上的Gateaux导数算子定义为： 

L )垒熹 + ，V ． 
5f理2、3 对特征值问题(2．1)，谱算子工=工( )的Gateaux导数算子为 

L．(e)一 

一 号( 一 o 
一 专( 一 )一{(e + ) 

f 0 

+I一号(矗 ) 

(2．1) 

(2．2) 

01a = 
(2．3) 
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且 L．是单态 ， 

证明 按定义(2．2)直接计算便得(2·3)· 
以下考虑算子 =V +y a与 L=L +L2a+Ls捌自换位子 ，L]·其中 

L = 

一 专(q—r) 
一 号(g 一 

0 

一

号(口+r) 厶一f一 三一 öl，厶：(： ) 厶一【一号(g—r) ’ 1 0 1j 
v 一 = D。1I ， V1 IB—Ej’ 。 1 0 J’ ‘ 

A、B、D、E、F均为待定的函数 ． 

经一系列计算，得到 

，
L]垒VL—LV—IVl，L ]一Lt + 2L —L。 i+ ([ ，L2]+ IV：，L ] 

+ 正；一厶 一2La —L。 ；)a+([ 2，L2]+ IV ，La]+V2L 一2上咭 ) 

f 一÷ 一)F-- 一÷ " 一 “ f 
—

IE 一 + +÷《 一加一一÷D( -一 )一 ÷( 一 )，+上2《口一r)， 一÷D( +̈ +E J 

f 一÷c 一 一 一 ] I
( 一，)E+÷《̂一D ( 一 )+÷(口一r'̂ 一÷《 —r~)D--2B 2 一D +B+专(口一r F J 
r 0 A —D + ，1 

+1-~-(q--r)( _D)一 一 ．娌· 
我们希望 

[ ，L]= L．( G)一 L．(JG)L (2．6) 

这里，K、J是 Tu谱~ll(t．1)的Lenard算子对(1．4)lG一(G‘”。G ”) 是 0上的任意光滑向 

量函数 、 

为此 。选取待定的函数 A、B、D、E、F为： 

A = 且(G)= 1(
一 2GⅢ + 

r 
a工
r 

⋯ 一 2 G(2 + G㈣) 

B=B(G)=坚—-_!(a旦 m+ G ) 
r r 

D — D(G)= 

E = E(G) 一 

I (G ”+ q- -G( ) 

÷( (1 + ) 
F = F(G) 一 (a aGn’+ G ) 

从而，有 

定理 2、4 设 G )、G。 )是 0上的任二光滑函数，G垒(G“ ，G。 ) 

(2．1)而言，由其 Lenard算子对 、l，式生成的关于算子 = (G)的算子方程 

[ ，L]=L．(KG)一L。(JG)L 

必有下述算子解 

y G = ； ，)+ ’眦0 

(2．7) 

那么对谱问题 

(2．S) 

(2．9) 
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其中^、B、D E、F如(2．7)式所示 ． 

证明 将 A、B、D、E、F的表达式(2．7)依次代入f2．5)式的右端，经过较繁琐的计算，不 

难发现所得结果等于 L．( G)一工．(JG)L 

定义 2．5 取 G一。=(一2，0) ∈KerJ，由 Gj=J～KGj一1( =0，l，2，⋯)所定义的序列 

{G，}；一。称为Tu谱问题的 Leaard梯度递推序列，X．t~JG．(m=O，l，2，⋯)称为Tu谱问题的 

向量场f由向量场 x 产生的二阶Tu谱问题的非线性演化方程族 。一(g，r)r=X (m一0，l，2 

⋯ )称为Tu获演化方程 ． 

前两个计算结果如下 ： 

Go： ，X。； 
1 r J 

一  

一

扣 + ，X1= 一 一 + 1 7qk) 
一 qr．一

l (

qr) +{k 
特别指出，当口=士r时， = 便化约为著名的KdV型方程 一知一一 ． 

毫理 z．6 设f } 一一是 T 谱问题的Lenard递推序列} 一 =y( 一 )(即(2．9)中的 G 

三  

代以GJ一 所得结果)，则算子 = ．．上 一 满足关系式 

[ 。，工]一L．( ．)， =0，1，2，⋯， (2．10) 

这里t置．是Tu谱问题的向量场． 

证明[ ，工]=至[ —LJL⋯= (工。(KG )．L*-，一L．( 一1)· 一 ·)= 

缶cL-∞ ) 一L·(JGj一1) 一 )=L．(JG．)一L．(JG．1) 】-工。(x．)． 
洼 (2．1D)巾的算子 ．(m=0，1．2，⋯)构成向量场 置。的一串 Lax算子，它们关于算子 

运算[·，·]组成一十算子 Lie代数，这些结果将另文讨论 ． 

毫曩 z．7 Tlu谱阿题(2．1)的演化方程族 ．；(口，r) —x 具有换位表示 

厶 =[ ．，L]，m=0，1，2，⋯ (2．11) 

其中tW．如(2．10)中所示． 

证啊 

厶 = 

一 专( 一r1) o 
一

吉( ～r=)一吉( + 

f 0 

+I 1 、 『一虿‘ 
一

rI 

O、 

0 Ja L‘ I)， 

故 厶一 [ ，工]=L．( )一L．(x )=L．( 一也 )． 

又工-是单射t所以蜥=x 目厶=[ ，L]． 

攘论 2·8 Tu谱问题的演化方程族 u,~--(q，r) = =0，1，2，⋯)是 =u 与 so
,：  

的自然相窖性条件 ． 

推论 2，9 位势 u~---(q，，) 满足驻定的非线性 Tu系绕 

Ⅳ十 口IXⅣ一l+ ⋯ + 口 ro= 0，N = 0．1，2t．．． 

之 ，E分必要条件是 

[ⅣN+d1w 一 +一·+4 ％．工] 0． 

(2．12) 

(2．13) 
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即算子W + n，WN--j与谱算子L可换 ．其中，n ”，n 均为常数； 。， ”， 为Tu谱 

问题的向量场 Ⅳ。，W -．1Ⅳ 如(2．10)中所示 ． 
N N N 

、—1 、—1 、—1  

证ufl [Ⅳ + 4 WN一 ，L]=L．( )+ 口 L。( Ⅳ一 =L．( Ⅳ+25aj N—j】)，又由 

L．的单性 ，立知本推论正确 ． 

此外 ，我们 自然想到 Tu谱问题(1．1)的“非线性化”后所产生的 Liouville完全可积系统 ． 

关于这一点，限于篇幅，将在另一文中阐述 ．再有，本文是首次涉及带 a的矩阵 Gateaux导数 

算子 L．，故而换位表示的计算量必然增大 ． 

作者由衷地感谢审稿人提 出的宝贵意见 ． 
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Commutator Representations for the Tu Hierarchy 

of Evolution Equations 

Q妇DẐ 坊埘 

(Dtpartment of Math．，Liaoning University，S P t ng，110036) 

b̂stract 

h this artide，by making use of the eigenvaluable functional radient method
，we first 

gm  the Lenard operators pair for the Tu spectral problem
，then through res。lving a Icey 

。pem  equadon obtain the commutator representations of evolution equations for the T
u 

spectral problelff1． 

Keywor~ ,Tu spec tra]problem I Pair of Lenard s operators
；C。m mutat。r reDresentati。ns 

A~S(I991)Subject classifications：35Q53．58F07 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com

