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摘 要 本文给出了MkdV方程族的换位表示及一个有限维对台系，井讨论 了 

Bargmann约束和C．Neumann约束厦其相应的定态MkdV系统． 最 后，我 们 得到 

MkdV方程族的对台髀 

关键词 MkdV方程族；基垡耋蚕；，翌盒墨 !鱼竖；Bargmann约束； 
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O 引 言 f 

自从曹策问(1]教授阐明保谱方程之换位表示和Lax组非线性化[2)的理论 以来，其 

研究得到迅速发展[3—103。顾祝全[1 13对胡星标提出的一个谱问题[1 23 
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) 进行了研究，在约化条件 o下，给出MkdV方程 

旗的换位表示及一个Liouville完全可积系统． 本文通过研究谱问题 (Zakharov-- 

Shabat谱问题的特款)： 、 

一 (一 妒 (1) 

导出MkdV方程族 的换位表示及一个有限维对台系 (不同与文 (11]，但与文 (113 

的结果是等价的，见注2及注3)，并讨论Bargmann约束和C．Neumann约束及 

其相应的定态MkdV系统，最后，由可换流的对台解给出MkdV方程族的解 的表示． 

在 (1)中，妒=(妒1，妒2l ；u= ufx，f)是位势函数且在无穷远处衰减为零或以 

7．为周期； 为谱参数； ，妒 =詈_争，x∈n，n=(一。。，+。。)或(o， 
T )． 

谱梯度法与MkdV族的生成 

本文1993年 3月11日收到 

·辽宁省教垂青年自然科学基叠资助项月． 
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众所周知，谱 (1)若按通常的关于谱参数^的幂级数展开方法[1 8]，那么 (1) 

不可能产生保谱演化方程族．然而，有趣的是若按谱梯度法，则 (1)产生的演化方 

程族恰好是MkdV族 ，从而为MkdV族的求解找到另一途径． 

引理1 —(1 二_个 ，一稚幺̂ 对一位_势 函梯度 为 

垒̂ ̂／ ￡，=(妒；一妒：)·(fD 2f妒1妒2 dx)一 (2) 
其中， 、妒2 是相应于^ 的特征函数 ： 

r
妒1 = 一，̂ 妒1+ u妒2 

‘妒2 = u妒l+，丑妒2 

命题l 设 为̂ (1)的一个特征值，取算子 =一÷a。+aua一 ￡，a，J=a， 

那么 ^满足线性关系式： ’ 

^ =  ̂J  ̂ (3 ) 

其中，a =a／a x，aa =a一1 a = l，以下雷同． 

证明 直接验证并结合 (1)，即知 (3)成立． 

使 (3)成立的算子对K、J，仅与位势u，a 及a一 有关，它们 称 为 (1) 的 

Lenard算子对．一般来讲，使 (3)成立的K、J并不唯一，但当要求J为Hamilton 

算子且其阶数 (出现在J中a的最高次数)为最低时，K J是唯一魄 

令 =J一 =一{a +ua一1 ua，现递推定义 (1)的Lenard梯度。序列 
4 

{G2j)：G2= 一const．G2 J= G2 cj—1) =0， l，2，⋯J． 可以证明G2j 

为u及其导数的多项式． f 垒JG2i： G2 ci—1)称为 (1)的向量场． 前几个计 

算结果为 ： 

G0= u，X0= ；G =一 1 u +吉 u3， =一{ 地x x+罟 ￡，2地 
【4 ) 

由向量场 i 产生的非线性发展方程ut= J 称为 (1)的演化方程旗．从 (4) 

可看出，取 = 4时，ut= mJ便是著名的MkdV方程 ut一6 u + =0． 因 

此， r 1)的演化方程族 = j J给出MkdV~  

注 l 这里得到的MkdV方程族纯粹是靠使 (3)成立的算子对K、J(它们仅与 

u a及a 有关，而与其它因素无关)通过计算 向量场 而获得魄 由于 (3)中 

含谱梯度 ^，所以此种获得 孤子方程的方法就是所谓的谱梯度法(1‘]． 一般地 说， 

如果用谱参数^的幂级数展开法能获得演化方程族的话，那么用 “谱梯度法 ”必 然也 

获得， 反之不然，比如本文中的MkdV族．因 而，就产生保谱方程族而言，谱梯度法 

比幂级数展开法更广一些 谱梯度法的特点在于：计算简洁 形式整齐而且不需考虑 

辅助谱问题．但Lenard算子对K J的获得主要依靠其本身的性质 、V^ 的具体形式 
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作者 ：乔志军等 MkdV方程旗 的⋯⋯完全可积系统 3 

以及一些计算技巧 差于该法产生孤子方程的一般理论以及换位表示的新结构，我 们 

已得到一定结果，将在另一文中阐述 ． 

2 Mkdvi炭的换位表示 

改 写 (1)为 

J妒 §(i
．a一： ) ：舢 

引理 2 对于以 (5)定义的谱算子 = m)，其微分映射为 

』 } 一 ，，V 
且 

．

为单恭 

(5 ) 

(6 ) 

证明 显然． 

设GfxJ是n 上任意给定的光滑函数，考察 l~Lenard算子对K，J生成的关于微分 

算子 = fG) 的算子方程 

( L )一L GJ—L(JG)L0 (7) 

其中， [·，·)为Lie括号 ； —L(uJ，特别注意， (7)中有 0项，而不是通常所 

考虑的L． 

定理 I 设G 为0上任意给定的光滑函数，则算子方程 (7)有算子解 
0 一二 G + a—l G 

J一
一  

G + a—l G o ) + 

一 fa一 G 

+( 

一  

iG 
一  

)L 

ia一1 uG 

(8) 

证明令 — + ￡； 一(： A0)， =(一 一：)，其中 
A一 fĜ B=B(GjJ C=CfG) 皆为待定的函誊虹 

可写 为 — 1+ 2 a 

l一( 0
．

一  

)， 2一( ) ；a— (L- l J 
f“ 0 0 一 ， 。 

做 V与 的Lie括号 ( L )，经计算我们有 

( )=一 l —L2 Vl + 2 V1 Ll+(--Ll V2--L2 +L2 L1 jL+ 
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+ ．
一  c 

因此，要使 (7)式成立，我们只须选取 

AfGJ=一}Gx x+ua_1 uGx，BfGJ=一 aI1 Gx，cfG }，Gx- 
．  

定理 2 设 {G2．)为 (1) Lenard 度序列，让 ．一I，fG2】̂ 

一 ∑ (J 1)L ‘ 一j)l那么 

( ，L)=L J m= 0， 1，2，⋯． (9) 

证明 ( ，L)一壹 ( (__1)l L)L (m 
j一0 

m  

∑ {L。(KG2t J l1 J—L。fJG2【i—1]JL }L ‘ 
j=o 

= L。(x2 J． 、 

推论 l MkdV方程族 = fuJ具有换位表示Lt一 (̈，m，L )，m一 0， 

l，2，⋯．亦即 一 fuJ是L妒=舢 与妒 = 妒 的自然相容性条件． 这里的 

算子L 、 与文 (11)不同． 

推论 2 ufxJ 为定态MkdV系统 

十 01 N一2+ ---+ 0N 一 0 (10) 

的解的充要条件是 

( + 1 ，̈N 1+ --·+ 0N ，L )= 0 (11) 

其中，01，⋯，CK 为常毵 

注 2 对于谱问题 【1)，我们作规范变换 

妒= T尹 ( 11
一 ：：)尹 ．(12) 

则 (1)恰变为文 (11)研究过的谱 问题 

=(
一

U

1 一：)尹， = ． (13) 
反之， (13)通过 (12)的逆变换变为 (1)． 因此 (1)与 <13)是规范等价的 
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从而本文的推论 1与文 (1】)中的定理2应是等价的． 

3 一个有限维对合系 

在莘空间 N，d卢̂ dq)中，二函数F，G 的标准Poisson括号定义为cl 5] 

G = c 器一a_ ，=< ，Gp>-<̈  ． 
F 、G称为对台，如果 GJ=0． 

现构造函数系 {Fm } 0 ： 

Fm=i<^ P，q>一 1∑ (<^ P，P>一<^ q，g>)
． 

(<^ 一J P，P>一<^。 一 q，q>) 

+ 
<^ J一 P，卢>+<^ 】 q> 2<^ 一J P， 

2<^ J一 P，q> <^ ‘m ) P，P>+<^。‘ 一 

其 中，^=diagf̂1，⋯， N̂ J， 1，⋯， N是N个互不相同的常数；P 

PN JT，q=fql，⋯，qN J ；<·，·>表示 中标准内祝 、 

s <普， =< ， >，V ． 
证 明 

_『̂ ⋯ p+ k ^2i >
一 <／＼2j q,q>Ĵ 2 _1q 

k 

+∑ f<^ J一 P，P>+<^ )一 q，g>Ĵ  一j q 
j一 1 

2<^ }一 P，q>^ 一)) P 

⋯ q一 ^2 Sp,p 一 >Ĵ z p 

+∑ f<^ 一 p，卢>+<^。。一 q>Ĵ 。 一。’ P 
g= 1 

2<^ s一 pJg>八。 卜 s’ q 

将上边二式左右两端分别做 内积， 

为若干个关于k、 对称的项之和， 

经详细计算并 ，便知内积<瓦aF k 

从而< aFk筹>关孔 对杀 

q> 

)。 q
，口> 

(14) 

l ，⋯ ， 

(15) 襄 

可 

m > 

( 一 一p a—a 
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定理 3 以 (14)~ Hamilton系统 ，dp八dq， J~Liouville意义 

下完全可积． 

证明 < aFk >
一 < > - o． 

又11，⋯，1N互不相同，故由它们构成~Vandemondre行列式不为零，于是存在区 

域五量R2 N，使得～个1一形式dF0，dF1，⋯，dFN一1在n上到处线性无关-从而 

Hamilton系统fFm J~Liouville意义下完全可积 (严格地说，在n三R 上完全 

可积 )． 

4 谱 (1)~Bargmann约束与其非线性化 

设 1，⋯，1N是 (1)的～个特征值，则 (1)可浓缩地写成 

一  

八q+ p (17) 

pI=uq+f八p 

其中，口=fql，⋯， J ，p=(pl，⋯，pN J ；fqj-pj)T是相应于1j 特 函数 

八=diag似 1，⋯， N J． 

取 一 1，今考察约束条件 

Go yj‘ J，，，J垒I
。
2 帅 出 ‘ 。 

则 (18)产生Bargmann约束(3]： 

：< p-p> 一 < q> (19) 

这里< ·，·>代表R 中之标准内祝 

~Bargmann约束 (19)下， (17)被非线性为一个三次的Hamilt0n系统 

： { 

一 叭 叶  列 

(20 (H)t t L{ 。 ) 

px=f<p-p>一< q>J q+ Ap = 

其中，Hamilton函数H 为 

H=f<八p，q>一__1 f<p，p>一< q>户 ． (21) 

定理 4 Hamilton系统 (20 )Liouville完全可积． 

证明 注意F口；H，再由定理 3可知 (20)具有对台系 {F咖 }，故 (20 )在 

Liouville意义下完全可积． 

定理 5 设f pJ 是Hamilton系统 (20)的一个解，那么u=<p，p>一 
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一 <口I q>满足一个定态的MkdV方程 

N + 口1 Nq + ⋯ + = 0 (22) 

其中，． 。，⋯， N 是适当选取的运动常数． 

证明 用算子 一 = 作用 (19)式的两端，我们得到 

岛 k+ 2 G2(卜一2)+⋯+ kGo+ k+1 G一2=<八 p，p>一<八 q，q> 

(23) 

这里， 2，⋯， ¨ 1皆为运动常毵 

考察多项式 

P(t J=TT( — )兰po N+⋯+pN一1 +pN，po= l (24) 

N 

让算子 J∑ pN—k·作用 (23)的两端，经整理我们就有 (22)，其中 l，⋯， N由 
k= O 

2，⋯， N+1及A1，⋯，AN 确是 

注 3 由于谱问题 (1)与谱问题 (13)存在着规范变换 (12)，所 以二者在 各 

自的Bargmann约束下的非线性化系统应是等价的． 从而本文中的Hamilton系统 

fF加J(包括fF0 J； J)应与文 (11)中的H 存在规范等价变抚 

5 C．Neumann约束与一个定态MkdV系统 

取 = 1，我们考虑C．Neumann约束[3 

G一2一 ’，j- A ，’，j全I 2ipj dx． (25) 

即 1=<P，p>一< q> (26) 

用逆归算子 作用 (26)，得到 

：<八 p，P>一<八 q，q>． (27) 

于是在C．Neumann约束 (26)和 (27)下， (17)被非线性化为一个C．Neumann 

系统

fcJ：{
pl

q,

：

=

f

-

<

i

八

A
2

q

pJ

+(

p

<

>

A
一

2

<

p,

八

p

2

> -

目

<

>

A

J 

2

目

q

+

,

f

q

八

>

p

)p (
28) 

定理 6 设fg，pJ 是C．Neumann系统 (28)的一个解 ，那么 =<八。p’p> 

一 <八。目，目>满足一个定态 的MkdV方程 

N + 】 N一2+ ⋯ + 口N = 0． (29) 

证明 用算子 作用 (27)k次后，我们有 

G2 k+ 2 G2(k一2)+⋯+ kGo+ k+1 G一2=<八 ’pJp> 
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一 <^ q，q> 

其中，132，⋯，13k+1均为任选的运动常数_ 

(30) 

引入多项式 

J： NP(i IT (̂̂
一  ̂) po + +⋯+PN一1 +PN ，̂PO：1 (31) J= ^(̂ 一  ̂)兰 +⋯+ 一1 + ，̂ = (31) 

j= I 

N 

以算子 J∑ p k·作用 (30)的两端，即可获得 (29)．证取 
k= 0 

6’F 的生成与MkdV方程族的对合解 

考虑 一流的正则方程 ： 

： c 
p

q，t =c 一 

。

N，t 
a

a F~ ／

a

a

p

q，
， n= 。， ， z ， 一， 

其中IN是～×N 单位矩阵．设fFm)的初值问题的解算子为g -， 由定理 3，fFm)与 

fF0 J= )相容，即流 与流 可换．故定义 

tm；，鲥 
为相容系统 fF0 J与f )的对台觫 

定理一7 设fq fm J．p ，c皿JJ 是可换流fF0 J与fFm)的对合解，那么 

1)在Bargmann约束u=<P，p>一<q．q>下，fF0 J，fFm)可以分别被化至 

为高阶MkdV方程 (36)的Lax表示的空间部分 (34)与时间部分 (35)(U作为它们 

的位势 ，C 为相互独立的运动常数)： 

(q) 
：

( _。Aq+un) (34) 

P ug十 ，八 P 

(q)t ： +cI 一I+⋯+c ％ (q) (35) 

其中，诸 “=0，1，⋯，mJ如定理 2中所述． 

2)u ， J=<p fm J．p(x，t )>一<q ^ q(x，fm)>满足高阶 

MkdV方程 

Ut = + C1 ( 一1'+ ⋯ + c ， m = 0，。1 ， 2，一 (36) 

证明 fF0 J J 为 (34)是显然的。 

令Ak=<^ P，p>一<^¨ q．q>， 由 (23)得 

Ak= ∑ C。G2( )．CO= 1．Ct=0．Ci= eonst． (37) 
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经一系列详细计算，我们不难算得 (注意 一̂1全 G一2=1，a一1 0全 1) 

霪。f一}̂ 一·， +uaI】û 一·． ĵ“ J)p--fa-]Û 一 ． ̂ 一 ·q 
+ 1 

一 1． ^。( j)十 p 

m  

=一iA。 q+∑ f<^ p，p>一<^ s 口>j八。 ⋯  p 
B 0 

aFm 

d 0 

+∑ 2<八 一 p，口>八 ‘⋯  q—f<八 s一 pJp> 
s= 1 

+<八 一 q>J八 ‘m_s P 

(38) 

害。r_‘ 1̂ 一·．．x+Ua-i uAi-1． J八2(m-j)q__ 1 一·． Aua A (m—i)+ q ∑f- ̂】一1． J八 i—1． 2(m—i)“ j=0 4 Z 
+ fa一 uAj—l

， 八 m一】) 1 P 

= A p+ 0f<八 pJp>一<八 q>ĵ  一 ’q 

aFm 

d q 

+ 
1

r<A pJp>+<八 q JA ‘m_’H q 

一 2<_八 I— P，q>^ m一】 P 

(39) 

在上述计算过程中用到 (34)、  ̂一l=Aj、一 a_。uAi—l
， =2<^ 】一 pJ口> 

及 一~-iAi—l， =<̂ J一 p，p>+<A 】一 口 口>． 

将 (37)代入 (38)、 (39)两式有 

qt = 一 

a F~ 

。 。圭 c {(一{Gzt 一。一 +ua—uG 一。一 。J八z cm p 
— iaI1 uG2(J一1一s1． ^ ‘ 一j q+ iG2 l一。)， 八 (m— )十 P} 

= ∑c s∑{r一÷G2【k一1)． +ua一 uG2(k—1)， ĵ (⋯ 一k p 
s= 0 k= O q 
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ia一1 uG2(k 1)。 ̂ c 一k' q+~iG2t 1)，x̂ ‘ 一 P} 
(40) 

=  = 砉。 J “．扣 一 一“ 
一  fG2 c， ， ^2‘m_jJ“ 口+ a一 G2 c卜1_目j，xA2(m p} 

c 

m  -- S

{I一 G2 c k一1)， + a- G —1)_ ĵ (一 一k)qua uG2(k ∑ c ∑ {I一÷G2 ck一1)， + 一1)_x J／＼ 
s一 0 k； 0 

，G c 一 ， A2 c~-k-')+1 q+iD-1 uG2(kj l_Î  ⋯ 一 

综合 t4O)、 (41)两式立得； 

t： = ‰ ⋯ c；，一s--。c s t： 

=f +c 一 -I-"'-I-C= J(：) 

a

a
_ E _u = z<p

， 
> _ < a， > < p， > + < a， > 

m+ 1 

=2『(<／＼2 p，p>+<／＼2 口J口>)=Am x=JI c aG2 c⋯ ') 

= X2 + c1尥 c 1)+ ⋯ + Cm Xo． 

定理 7证完． 

注 4 本文最初想法来源]=1989~F5月第一作者在郑州大学硕士论文答辩时田畴 

先生提出的一个问题，至此得以回昝 在此，谨向田畴教挥表示衷心的感谢，同时也非常 
感谢审稿人对本文提出的许多宝贵意见 
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ABSTRACT In thiB paper．a finite—dimensional involutive system and the eommu 

tat0r repreBentations of MkdV hierarchy are presented and the Bargmann，C·Neu 

mann c0nstraintB and their COrresponding stationary MkdV systems are discussed· 

Finally，the involutive solutions of MkdV hierarchy are obtained· 
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