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On the Involutive Solutions of Solition Hierarchy 

Qiao Zhijun(乔志军) 
(鲫  ．of』 ．，“ ，廊 叼 110036) 

●  

Ab~tead The involutiv~ solu~ons of soIiton hierarchy a 鲁i n in this pa I~r．Through tlle 

nonllnearlzation of tee lax system for soliUon hierarchy． it is proven that the invohitive s~uton of 

compatible systems (Ⅳ) (spatial part)and ( ) (t打ne pa rt) is mapped into the sollton of solutin ’ 

hieraroby by tee mapping，which is determined by the COnstraint re~ on 一 ( )between potentials and 

eige~tunotons． 

Keywocds sollton hierazehyIinvohitive sys tem Iivohitive solutlon 

§1． Introduction 

The nonlinear evolution equation s(NLEEs)，which possess the solutions Soluitins as one of their 

properties， are generally applied into fjeki th eory， fluid r mechanics， nonlinear potics ，and other 

branches connected with the mordon physics． The studies in rec ent years are very vita1．The theory 

of finite-dimensional integrable system-linouville—Arnol'd theory[1]is_paid great attention to． 

Finding finite—dimensional involutive sTstams as many 泰 possible and deeply dJscas sung their 

properti~ ~elatedtothesoliton epuations，are helpfuI not onlyto dealwith the problem ofjudgment 

for integrable systems，but also to provide some applicant NLEEs． 

The isospsotral evolution equation of eigenvalue problem L( ) 一  ̂ has the Lax form 厶一 

[I，，L]or却 一枷， 一 ．In ref． E2]，a correct skeleton of commutator(or Lax)representation 

forthe soliton equation(vectorfieldsform 一盖( )is pt~ented ．Based ontbis。aSocaUed lax 

systemnonlinearization approach is proposed by Cao Cewed[3]，and many finitedimensional 

involutive systems has been succesfully obtained [d]．In this paper，for the spectral problem like 

the form L(Ⅱ) 一 枷 ，we shall show that the finite—dimensional invc[utive system through the 

nonlinea tization of lax system is actua．1[r generated  by the nonlinearization of its time part． 

M oreover，it is proven that the involutlvc solution of compatible systems (Ⅳ) (spa tial pa rt)and 

( )(time part)is mapped into the solution of s~iton hierarchy by the mapping f which is 

determined by the constraint relation"一，( )betweem potentials and eigenfunctions． 
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§2． Hamiltonian System and Involufive Solution 

Consider the eigenvalue I>robiem 

L( ) 一 柑 (2．1) 

where L(")is a ma~ix differential operator， is a eigenparameter．For(2．1)，we take the 

following procedure： 

l_Find the Lenard's operator pair K，J of(2．1)and define the Lenard's recursive sequence 

：KGj—l= ，0 (G—I∈ Kerd，j一 0，1，2，⋯ )． 

Generally， is a polynomial of" )and its derivatives．x = JO：(』 0，1，2，⋯ )are called the 

sofiton Vector fields of(2-1)·Look for a solution^( ， )oftheline
． at equation矾 = · ， 

where is the eigenfunction corresponding to ，C is a constant．。In light of the skeaeton in ref． 

[23，we cart obtainthe Laxform of Sotiton equtation％一x．“) 

L(u)y一 柑 (2．2) 

一  r (2．3) 

In $entm~l，thematrix d~fuentml ope rator hasth efollowingform 

； ∑ 一。(正)⋯ (2．4) 
，一 0 

where —l jg 8 matrix function depending u(z)and the Lenard％recuesive sequence 一J． 

2．Let (j一1，2，⋯ ，Ⅳ)be N different eigenvaluesof(2．1)，then 

L(“) Ag, (2．5) 

where A=diag(g,，⋯ ， )- 一 ( l，⋯ ， ) }仍isthe eigenfunction correspindingto ． 

Consider the constraint relation[．] 

Zt一 ，( ) (2．6) 

Under(2．6)，(2．5)is nonlinearizt~lto be 

(，( ))伊= (2．7) 

which can be expresse6 as an intergrab[e Hamiltonian system (丑 ，d Ad ， )whose involutive 

systelrt {，I}is produced bythe nonlinearizafion ofthe time par乇(2．3)of Lax form，and H is 

usually one-of ． 

In the symplectic space( dqalAd红)，the Poisson bracket of functions ，G is defined by 

in volutive 

c =奎
j= t 

c 一 

’ 卜 ‘ ’ 。 

，， are caHed involutive if(，， )一 0． 

Proposition 2．1 ( ， )一0，v if and on[y if( ， 
d l 

Proof ( ， )： < ， 一 < ，_8F,)
一 o． 

d 让 d l d d 让  

Consider the canonlcal equation of ．．flow 

(2．8) 

is sym metrical about m ， ． 
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c 最㈡=(=；2 cz．。 
Denote the solution operator of its initial—value problem by ，then we get 

Pr。p璐jH 2．2 If<希，辨 Is symme№l about 1)anytwo ca⋯ical syste一 
( )，(，1)are compatibleI 2)the Hamiltonian phase-flows ，g~commute． 

3-Deno~ by = ， the flow variables of(Ⅳ)，(F一)respectively．Define ‘ 

赫  0 ＼ ( 
， 

)／ 一 l (，0)／ (2．10) 

which js called the involutive solutionE ]of consistent equations(日)and ( )． 

]Proposition 2．3 Let( ( ， )， (z， ．)) be all involufive solution of consistent systelns 

(Ⅳ)and( )．LetⅡ( ， )一，( )( =( ， ) )，then 

1)thetWOflow-cquatiorts(日)，(F．)can be reduced tothe spatial part(2．11)and the t e 

part(2．12)respectively of Lax System for soliton equation(2．13)with as their potentia1． 

(") == (spatial part) (2．11) 

一 ( t+ c,W-一I+ ⋯ + o) (time part) (2．12) 

where qare independent of x；Wt( 一 0，l，2，⋯ ，m)ai'e defined by(2．4)． 

2) (z， ) ，( )satisfies。the SelJton equation 

，  

．

一 x_。+ c1X．=I+ ⋯ + c．Xo (2．13) 

Remark．2-4 Inthe above Sense，underthe constraint"=，( )，the spatial part and恤ne 

part of the Lax System for the Selkon equa tion are nonlinearized to be the canonical equation (Ⅳ)， 

( ) }pec ”ly ． They are compatible ，and completely integrable in the Liouville％ sense． 

Solving two times ordinary differential equa tions group(2．11)，(2．12)，and One time algebaric 

operation (2．6)，we can obtainthesolution ofthesoliton equa tion (2．13)． 

§3． Examples 

1．Tu G~v．hang ei~nvaIue pribIer~[6] 

； (一 + Ⅱ+ ) 

； 姆 

f 29 0 1 

眉 1 0 帕+ a J． 

J 罩  

0 

29{ 29 
0)94-“a、 

’眉 —j= JC~，G一2= (1，0) ， 

G (丢“，1) ， =0． ，2 ⋯． 一 
Th4 Tu hierarchy of NLEEs(“'p) = x_(Ⅱ， )=JG．possess the La x representation 

(3．1) 
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fLy= 抽 

1 =砉c一枷⋯～ ． _。 
where Gj l is the second component of G卜l- 

J=( 0)， 弼(z))rsat~fies me equation 一 · ．The constraJnt G—l一∑ yieIds 

( 一’ ， )=： 1， 

"= 2( ， )， 

= 一  ，( = ) (3·3) 一— ，一  一 

Under(3．3)，the Lax pair(3．2)are nonHnearized as intrgrable FLamiltinian systemsC。 

( ，de^d l明⋯ ， 一 日一 )， 

( ，d ^d lq⋯ ，p-一 F．一 F) 

on th e tangent boundle of ellispsoid sphere 

TQ 一{( ， )∈ It=吉(( ， >一1)=o，。一< ， >一0}， 
wher。 

一 告( ， >+ 1( ， >一{( ， ) ， 
= {( ， )+{( ， )一号( ， >( ， >、 

I

．+

鲁 (A'tp,
，t p； 

一  一， 

=  

Itisn difficuItto kn < ， a F ：)_s s
ymmetrical abotatm)n．so，we haVe( ， )一 0 

which impliesthat．( )and(F：)are compatible．Hence，m proposition 2·3，let，( )be defined 

by (3．3)，w-e-obtain 

Conclusion Let( ，‘)， 0，‘)) be an involutive soltafion of compatible system (打 )and 

(，：)。then 

( ，‘)： 2< ， )， 

， 一  

i时 y a eq岫 廿。n 

(“， )：一置．+cl 一-+⋯+c—x。 (3．d) 
where q are independent of ． 

～  

In fact，actinB wilh the。perator(J up。nG = 也 ，we |nd tllat there ex龇 some 

1 i 
l．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．～ — — —— 
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) 
1 一＼< 

， > 』 

一  + c20卜t+ ⋯ + G0+ Ct+LO—l+ Ct+ZG一2 (3·5) 

．

= 4( ，A ) 

一 2a  ̂

一  ( ， 川  >+ 2(杠， )一 扫 ( ， ‘ > 

+ ( ， 一一 >+ 2 ( ， 一 )一 2(妒， ) ‘ 

一 2a ，+ 一 (硼+ aH)] ， 

Thus，( )：一 一=X一+ 五·一 +⋯+ 口' 
2·Jauleat-Miodek~igenvalue problem口] 

i (一 一̂ -4．- + )-iu)y 

= 村 (3·6) 

： f一{ +{c妇+a”，0] ’ 
． 0 aJ 

= [一{。：+a ：】 
置 一 一 J ，G一 = (1，o)t，G一 = (1， )r， 

=({”，吉“+号 ) ，J ’o．1，2，⋯． 
The JM hierarchy 0f equations( ， )：=兄(“， )~JO．have the Lax pair ． 

一 对 

砉c一 枷一 · 
where 0j l ls the first component of —1． 

一 c州 一詈c 。 
【p一< ， > 

Und。 (3·8)’the Lax p妇 (3·7)are on1 eafized as。omp1。tely integrable Hamiltonian systems 

( ，dCAd ， )and( ，dCAd~， )，where 
’

H 一 25"0 

一 号( ， >+ 1、n2 ， ) 
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一 吉<d ， )( ， )+{( ， ) ( 一 ) (3-9) 
= {<d‘ ， )+{( ， ) ． 

一 {(d ， )一百1( ( “ 

+击( ) 

磊 ：； ㈣ 
This～ gi”n by u～ a．Easyto soethat(篝，篝) met a tm so we 
have( ．， 。)==0 whichimpliesthat(H)and( )are compatible·Hence，let，( )be defined by 

(3．8)in proposition 2．3，We know that 

Ⅱ(z， )=<以 ， )一导( ， ) ， 
(z，k)= ( ， ) 

are ari involutive solution of the JM equation( ，p)：= +c·E—l十⋯+c·凰，where c】are 
constant· 

1Under e constrain ] 

f口= 一 (％0J， 1) 
【 = < ， ) (3．11) 

the Lax pair of the AKNS hiearaehy arc nonlinearized a8 completely integrable systems(R2N d％01 A 

d ，日)and (Bz'v,d％0Î dgr， )，where 

H= (以 ， )+÷( ， )( ， ) (3·12) 
●  

F．一 “ ， ) 

+ 砉 ； ％01,A= -aq~)2 ，m z ·． ． 。 l( ，以川 ) ( ， 叫 ){’ ⋯ ． 
( ， ：(些 ， )impli∞( ．，，．)：0．Thus the AKNS hiertarchy of NLEEs 
d d d d 

{：) ==．，c．，一‘ (：)，m =。， ，z，⋯， 

．  
．， 

1 0】I l J 
= [。一2q~ - Jq 。- 2q19 -2r ] 【a一2r 口 ’ j 

have the involutive so lution 

g(z，k)一 一 ( l， ·)， 

r(z， )一 ( ， ) 

where ( l0 ，k)， 0 ， ．)) is the inbolutive soludon of compatible systems(日)，( ．) 

4．The TD hierarchyCs]of NLEEs 

(3．13) 

(3．1d) 

(3．I5) 

嚣f2 椒鬻阻扑 恒 ∞拦 嬷窭¨疑 啉孙搽 
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L(q，r) i 

= Ⅲ  m— D'1．2|⋯， 

f 0 口 a1 
‘，= l l， I

a 0 ／ 

眉=={( 三一，—— 。 ： ． 一 。】 

抖  r g 

—  a+{ 

(3．16) 

● 

(3．17) 

a 一 Gj ．，一 Gj 一 · 1 I +q- a 
一 号(叫 + 一 Gj ， ) 

1 ． 
i( +q-iGj 一-) 一 Gj 

× (3．18) 

which under the co
．

nstraint~lafionL” 

一 2 v厂 ， - 1_ 

：  型  (3
． 19) 

’ |'／《 ，让 ) 

a” nonHnearized as inte~aMe HamiRonian systems(H)，( )with ． 

H — F ‘ ‘ 

．  = 一 (A~Pl， ：)+ v， (( ，，钠)一 < ，仇)) 。 ， 

，-= 一 ( 州 -， )+ (鼽 ， )(( 鼽 ，钆)一 < ’ ， )) 

一 ∑ A'*pl ‘：： m：l， 一1．2'⋯． (3．20) 
。+暑 1< ．， ) < ，让>l 一 上’ ’ 。 w 

In(3·18)B—l= ( ， ) is the Lenard's recu ve sequence：蜀几j一-一 鸭 =J ，G—l一 (g， 

0) ，J=0·I⋯．(Ⅳ)and( )are c0mpIeteIy compatible in virme of(Ⅳ， )一0．Let( 0，L)， 

鼽 0 ， )) be a~invointive solution of systems(Ⅳ)and ( ．)，then 

q(x， )= 2 v厂 ， 

( ， )： 三垒 
<铆 ，仇 ) 

mtiafy (3．16)． 

5．The Z hierarchy[ of NLEEs 

，．．·， cs．Ⅲ  

‘，一 2i 

0 

+ — r 

一— 

= 

{

．

岫 t 《g  1 髓 哿 
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K = 

一 { +2O a 一2a a r 

a r+ +2a a q+ 号 一2a r一 一2O 

Lcg， —— (：二；：：： ) 、 

f一— 1。； ．．+[ ̈J+2r。( 。j”l一,air-) —T’(a~-1．+。j )．一 j +叫 ] 善 
． 卜  叫 2a I l 一÷( 一0j )。一 j +r0j — j t，，+[0j +I1( 一r0) )丁a1 

where q—l一( ， j塑1) 扛the Lvnard~s r~-ursive sequence：岫 一玛 +l，岛一(r，g) ，j= ll，l， 

l一 ”．‘ zs 
which are com pletely integrable in the Lioubille's Sense． 

( l抽， )， 0， )) be a solution ofthe consistent systems(何)．( )，then 

q(z， )= ( ， >一 《 ， >， · 

0， )= < ， )+ < ， ) 

is an involutive soluUon of the equation (3．21)． 

6．The Levi hierarchyt 。]of NLEF~ 

(：)．I—J(J-LK ㈦一 ⋯ c e 
f 0 a1 ～ 

‘， I a 0 J， 

。 f一。g一 一 一 a+ g] 
，  【 一a r+ rO+a r J 

招 the consistent condition of 

；  

+ 

一  

a+ 

(3．27) 

．

∑ 

一 
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一

∑ ( + ) +(G} 。一 )a 

0j ．， 

一  

． 

吾( + j ) +( 一 )a 
× (2L)--Jy (3·28) 

where i一 ( ， 1) is the Lenard％recursive sequence：埘 ，一 t 一 (r，口) ， 一 0，1， 

⋯ ． Under th e constraint 

g一 一 ( 】1_让 ， )， 
‘  

r一 < + 仇 ，仇 ) (3．29) 

(3．27)，(3．28)ate nonIinear妇 d as HamiLton诅n gy毗 ms(H)，( )with 。 

H — F0 

=i1(伸 l，仇)+ i1( + 轨
， 

+ 轨 )( ，轨 ) ‘ 

+{(( ， )<仇， ) 一( ，仇>“ 

= {( ，仇)-{-1(A"(~pt+仇)， +仇)( ， ) 

壹{(Ajar， ’ ‘脚“仇 {，m—o，1，2，⋯． (3．30) 。2 l< j 
， ) < 一 仇，仇)I ” ⋯ ⋯ ’ ⋯ 

Both of ( )，( )a” completetly integrab[e ，and their phase— flows commute．Thus，the Levi 

equation (3．26)has the involurive solution 

口(z， ．)一 一 ( + 仇 ， 1)， 

一  r(z，0)一 <婶1+ 鼽 ，92)’ 

where ( ( ， )， 0 ， )) is a solut．[on of the co mpatible sys~m$ (日)，( )． 

Cao[S]has co nsidered the case of Kdv hierarchy． Gu『1】’ gave the involutive Solutions of 

M 硝 V and Boussinisq—Burger hierarchy．Of COUr~ ，we，may icok for the involutive solutions of 

oth er soliton hierarchies． 
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