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一 族非线性发展方程解的对合表示及 

所对应的对合守恒积分系 

摘 要 本文针对线性谱问题 

=( 一 

至查星 
(数 学 系) 

， 

利用 “非线性化 方法给出与之相应的一族非线性发展方程解的对合表示；并证明了文 

献 [1)中节 4中4)里的对合守恒积分系 Fm： 

实际上是由该族方程 Lax表示的时间部分之 非线性化 而导致；另外，顺便还给出了一十 

驻定的非线性系统． 。 
， 

关键词 非线曲发展方程； 
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0 引 言 

解的对台 对 害Lf邑 

D f 7刍 

寻求新的有限维完全可积系统一直是孤子理论中一项十分重要的课题．近年来， 

越来越多的人们致力于这方面的研究．曹策问在文 [2)中首次提出 “Lax组非线性 

化”的新思想，并成功地找到许多Liouville完全可积的Hamilton系统C1·3 ]，进 

而利用可换流的对合解绐出孤子方程解的对合表示(B一7]．随后，曾云波 李翊神等人 

在此基础上，发展了曹的方法 ，获得了一些非常有趣的有限维完全可积系统[8一lo]． 

耿献国 顾祝全等人也利用此法研究 了不少新的或著名 孤子方程所对应的有限维对 

合系(11—14]． 

本文打算利用 “非线性化”方法及可换流的对合解给出与谱问题：l 5) 

： (一  ̂ }
y 
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相应的一族非线性发展方程解的对合表示；并进一步证明文献 (1)节 4中4)里的 

对合守恒积分系 ： 

= {<pJ P><八 q>一<八 p>一<吼p><八 p> 
I I 

一  圭 I<A
．

Jq, < ／
．Mp，q> I，m：0，l，2，⋯ 2冬

o I<^一Jp，q> <^一’P，p> I ‘ 。 
， 、 

实际上是由该族发展方程 Lax表示中的时间部分的非线性化所导致．在这篇文章中， 

我们用较简单的办法还附带证明了 (2)的对台性： (̂ ，FI)=0，V也 ，∈Z ． 

关于 (2)的对合性之证明，一般常采用所谓 “母函数方i去[1 B)”去推得．下文可知 

本文对于 (2)的对合性之证明，所采用的方法直接 了当 ． 

另外，在节 3中还给 出了位势函数 ：u=一< q>， =<八p，p>所满足的一个 

驻定非线性系统 ． 

1 与 (1)相应的发展方程族及其换位表示 

设 是 (1)的特征值，u=u(x，fJ、y=v(x， 为与 (1)相联系的位势函数 

让 ^垒 f ，一 )T，其中yl， 是 (I)的相应于^的特征函数： 

y1 x= 一 n + uy2 

： 1+ 

那么 满足线性关系式 

K 一 -J  ̂ (3) 

这里 ，K、J是两个斜称的微分积分算子 (a=a／a x，a a—l—a—I a 1) 

= ： t ，， =：t -- 
+

2 u O -

a 一

U 

一

-  

2 +

a

2
一

u 一 

， c 

它们称为 (1)的Lenard算子对． 

取 G-l： u E KerJ= {G E C fn，I JG=0 }，其中n=f一∞，4-oo 

或 n=fO， 在无穷远处衰减为零或以T为扁期．现递推定义 (1)的Lenard 

梯度叙列 {G }：K Gi一1一JGi，，：0， l，2，⋯． 垒 J ，，n=0，1，2，⋯ 

称为 (1)的第m个向量场i由上述向量场 fuJ 所产生的一族非线性发展方程 

fuJ l + 一 ，m=0， l， 2，⋯． (5) 

称为与 (1)相应的保谱孤子方程族．作为 (5)的代表方程有 

( )． ：( 地 )
， m一 0，平凡方程． 

y Ll Vx 

1 】 

( ) 
。

： ( 一 2 一“̈  一 )
， ，n一 ·． 

一  —  地  
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命题 1．1 谮 问翘 (1)与 

Lye"( 一 一 u a )
：  ̂ f 6Y Y ) l 

—  

a ) =  ̂

等价． 

夸L。r。1-。2 J垒言 I 。￡fu+e 1，y+E 2 J为(6)中算子￡的微分映 
射，则易算得 ： 

命题l 。 ：)，V 且L．为单态 
映射．其中，a =a／a X． 

定理1．3 设G1 ． G ， 为二任意的光滑函数，G=I'G1，G2)T j K、J 

是 Lenard算于对 (4)；￡如 (6)中所示，那么算子方程 

[ L)=L． GJ—L。(JG JL ． (7j 

有算于解 ： 

t ：⋯ 一。 。 
(8) 

证明 将 (8)代入 ( L)中，经仔细计算可知 

[ ￡)=( --
一

u

GG ] =：)+(；GuG l++22 auva -mlG~ G一1 -G。vGJ。 G )L 
+( O 2 G2+2“a r Gl— G2 J)L 

U U 

利用命题L．2立知上式右端即是 ￡。 GJ—L。fJG)L．注意在上述运算过程中用到下述 

二关系式 t 

c 一 +t ：，‘ 

。“：川 ： 
定理1．4 设Gi =一1， o， 1，⋯J为 (1)的Lenard梯度递推叙列， 

G 垒fG： ．G 。 ；令 一 V(G 一 J，微分算子 ：壹 一 Lm一 ，那么与 ． 

(1)相应的非线性发展方程族 “ {⋯ = ． 具有换位表示 

Lt = 【Wm - ) ， m 0， l， 2，⋯ - (9) 、 

证明 一方面，Lt⋯ =L． t⋯ ，Vt⋯ J． 
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札  抽  

另一方面， (Wm，L)=∑ (Vi一1，L)L 一j=∑ (L。 Gj一1)L 一 
j· D j·0 

一 L．fJGj—i JL 一J )=∑ (L。fJGj JL 一】一L。(JGj一1)L 一】 】=L。fJG巾) 
】 0 

=L． fu， ． 

故 Lt⋯ =( ，L)# L。(fu，． L+ 一‰ 】=0． 

又 L。为单态，所以本定理成立． 

2 非线性发展方程族(u． ．f⋯ = ru， 解的对合表示及一个 

驻定系统 

的特征函数， J=( 】̂p ，一口 】 ，则在 Bargmann约束[1]： 

fHJ： {

q==--Aq-< >八户 

aH 
<11) f『 =fF1)： { < ) 

px Ap+<Ap，户>q一一—a—
q 

F1 Hffi一<Aq，p>一寺< 口><A pJ p>，其对合系就是(2)式给出的F由． 

弓l理2_1设 以【2)式定义，则内积<音 ，导 关于任二m， 

<导}等 >=<等 ，吾 ，Vm 
其中< ·，·>表示 R 中之标准内积，八=diag( l，⋯， N)． 

喜} < p>Am口一Am p一<八m pJ口>p一<pJ口>Am p 
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一  (<^m pJ p>／kj q <／k— Jp，q>A Jp) 
J= O 

a F．
— =<^ q>p—A~q--<^ pJ q>q--<p,q>^ q 

一 ∑ {<^ 一Jq，q>^JP一<／k P，q>^J q J 

作内积<导 百a F．_>，经一系列计算我们必得： ， 
<等 吾 =< < <̂ 

一 <p，p> ∑ { <^ q，q><^ JP，q>一<^ 一JP．q><^ J q>J 

一 <^ q，q><^ P，p>+∑ (<^ 一J q，q><^ ’P．p> 

一 <^ J p，q><^ JP，q>) 

一 <P，q><^ q．q><^ P．p>+∑ <P，q>{<^ 一’ q><^ p，p> 

一 <八 一JP．q><^ P，q>)+∑ {<^ 一JP，p><^ q．q> 

一 <^m～P，q><^ P．q>)+< q>∑ (<^ _。P．p><^。 J q，q> 

一 <^m_’P，q><^n+。P，q>) +若干关于rn、几对称的项． 

上式 中，我们只要注意到 

∑ <^n—J q．q><^ ¨P，q>= ∑ <^ q，q><^ _。P，q> 

一 ∑ <^m—JP，q><^ q．q> 
j。1 

n m 

∑ <^ 一 q><^ +iP p>+∑ <^ ～P，p><^ q> 
j·1 j=O 

m + n 

= ∑ <^ q><^ JP．p> 
j= 0 

<普 ，茜 关 n对讯 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


辽 宁大学学报 自然科学版 一 l9 年 第 1 l3 

定理2．2 fFm， J=0，vm，n∈Z ．因而Hamilton系统 f R。N，dp八dq， 

Fm J ： 

a Fm a F - 

qt 。 ptm 一百百一 

在Liouville意义下完全可积，特别，系统 J=fFl J Liouville完全可积． 

证明 川= 等 詈 一 詈 百a百Fo 。． 
定理2．3 设 P，q是系统 f 的一个解，则 =一<q，q>，v=<^P，p>必满足一 

个驻定的非线性发展方程： 

抵 + 1XN—l+⋯ + N = 0 (12) 

其中， 1，⋯， N为不依赖于x的常数；札 f =1_1．． ，N J为 (1)．的向量场． 

证明 u=一<q，q>， =<八P，p>，即是 、 ． 

G一1=∑ ． t13) 

让算子 J K作用 (13)，次，并注意到 (3)式及 KGj—l=JGj，有 

G 一1+ 口1 G 一2+⋯ + 一1 G0+ f G．1= ‘ j (t4) 

其中， 1，⋯， f为任意常数．现造多项式 

P(XJ=丌 f 一 ．̂J=∑ pN  ̂，Po=1， 

N 

用算子 J∑ pN一 作用 (14)式的两端后，整理即得 (12)．其中， l，⋯， H 
fz 0 

由 1，⋯， ；pl，⋯，肌 决定． 

3 发展方程解的对合表示及对合系 Fm的由来 

既然 Poissoh括号 fH，Fm J= 0，那么Hamilton系统 J与 fFm J是相容的，因 

而它们相应的初值问题的解算子g：，g 必可换 (见文 (17J)．现定义相容方程组 

f 、fFm J的对合解如下： 

t； ； pq 0J) 
则 q(x，fm J，p(x， J是 x，t 的光滑函数． 

定理3．1 设 fq ， J，p fm J 是相容系统 J=(F1 J与fFm J的一个对台 

解 ，那 么 - 

u(x，t J=一<q(x，t ^q ： J>，v ， J=<八p(x，t lJJ p(x，t J> 

(16) 
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满足与 (1)相应的保谱发展方程 

‘：)‘_ "～G m=1，2，⋯· (17) 
其中，K，J为Lenard算子对 (4)式． 

由 (16)’给出的 u(x， J，vfxJ J称为发展方程 (17)解的对合表示． 

证明 ufxJ J=一<qJ q>， fx， J=<^pJ p> 

ut_一2<̈ ‘->一2<q，詈 ut_=一 < q‘_>=一 <q， l_> 

=2<Ap-pt >一2<Ap，詈 

将百a F． 吾争的表达式分别代入上述二式，经计算即有 
Ut =2I<^ qJq>+<qJ口><^ p，q>)=一2<^ 一 q,qx> 

= a I一<^ 一 ql q>) 

Vt =2I<八 pJp>-I-<八P，p><^ P，q>)=2<^ P,Px> 

= a I<八m p，p >) 

故 

t u)tl=c ¨一三 ， 叫一<A< p,p； 
=KfJ一 一 ( 。)=KfJ一 K,P G-1． 

上述运算中用到等式 (3)的变形 ：J K ．；L{=．；L · ．；L ． 

前边已经知道发展方程 fuJ ：⋯ = ， m=0，1，⋯．具有换位表示 

(或 Lax表示)：Lt = ( ，L)．m= 0， 1-， 2，⋯．并且在Bargmann约 

束 (10)下其空间部分 Lyffi．；LY(即 (1)式)被非线性化为一个Liouville完全可积 

的Hamilton系统 (11)，其对合系 Fm由 (2)给出．下边我们可以看到 Fm不是别 

的，恰好由Lax表示的时间部分Yt．=“，m—l Y m=1，2，⋯．在约束 (10)下的非 

线性化 [】0 l∞所导致． 

定m3．2 设 j，=~qi，Pi J 为 (1)的相应于特征值．；L 的特征函数， = 1，2， 

⋯

， N；q#向l，⋯，qN J ，p= l'⋯，pN J ，^=diag(Xl，⋯，_；LN J．那 

么在Bargmann约束iJ----"一<q，q>，v=<Ap，p>下，发展方程 i = 

‰一1 f ，m= 1， 2，⋯．的 Lax对 ： ． 

L Y=．；L Y (或 (1)式) 空问部分 (18) 
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i= 0 0 0 ㈠ 一 篇 嚣 
L 一’ Y 时间部分 (19’ 

分别被非线性化 为Hamilton系统 J= F1 J及 

导 一詈 m z，⋯· 们 
证明 在Bargmann约束 u=一< q>， v=<Ap，p>下， (18)或 (1)被 

非线性化为 =(FI J是显然的． 

(I9)等价 于 

：

m  

∑-1{a一 (
．

uG
，

~1
一

’ 
一 vG c

一

2 ~

l J 一 qk+q ’ } ‘21) 
】 0 

=  {G  ̂m-l,i Cq-1 卜vG ( 2) ̂ pk} 

= 1， 2，---， N． 

因G一1=t：．，=t三 ：：； ，又算子J K具有性质： 
G{■：J。。KGJ一2，J一 J( 】=̂ 】- ．，『=1，2，⋯，Ⅳ· 

故G，一(J-IKj JG_I= f主 = 巾 I： ) 
(23) 

uGj⋯
_ 1一vGl~_ 1=一<q，q><̂  P，p>+<Ap，p><八’ q> 

=<八 P，q >+<Aiq，px>=a<A P，q>· 

即 a一 G — V (2
一  

J=<Ajp,q> = 1， 2，⋯· ‘24 

浓缩 (21)，t 22)两式为向量形式，并取a一 ('uGt_Il 一vGL2l J=一1， 

则得到 ： 

，qt =一八m q一<q，q>／＼m p+ I<八’p，q>八m-jq_~八’ q>八 p) 

j (2 5) 
I。=< ．p> p+ (<八J+1 m小’q一<八Ip，q>AP Ap A q+A p,p>A p) L t =< ，p> 一 p+ (<八 一 q一<／＼’p， p’ 

(26> 

即 
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r A P,q ： A P 27 ’ { +∑(< >八 一 q一<̂ 口> 一 ) ( ) l 
p ： 
二_ >̂ +八 +<八 

， > +<p， >八 p 
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The Involutive Representation of Solutions 

of a Hierarchy of Nonlinear Evolution 

Equations and Their Corresp0nding Involutive 

Systems of Conserved Integrals 

qiao Zhijun 

Depar#~ent of Mathemalics Liaoning Universt姆 

ABSTRACT For the linear spectral problem ： ． 

y x={ 
．  

)y (* 

by the m ethod of SO— called “ nonlinearization ”，the involutive repr sentatj0n 0f 

solutions of a hierarchy of nonlinear evolution equations associated with l )is 

presented in this paper．It is proved that the involutive system s of conserved inte． 

grals F in 4， of section 4 in rcf． 1) ． 

Fm=÷<P，p><  ̂q，q>一<  ̂q，p>一<q，p>< m̂ q，p> 

2耋。{： Jq ，p {一⋯ 一． ‘ o 1<̂m ，p> <̂m～，p> i’⋯ ⋯⋯ ‘ 
is actually produced by the nonlinearization of the tim e part of the Lax representa 

tion for this hierarchy of equations．The involutity of F is shown by a sim pler 

method and a stationary nonlinear system which is satisfied with the Bargmann 

constraint：n=一 <q，q>，v=<^P，P> is given incidentally． 

KEY W ORDS Nonlinear evolution equation，Involutive system
， Involntive repre 

sentation of solutions． 
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