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of Nonlinear Isospectral Evolution Equations ) 

乔 
0 ． 
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A 嘣 B刈讲 ngO o's 1 we presefltcommutator rel~ entatiop．gfortWOhioratd~esot nonlin- 

蚺r函 打aI ovvluti0n eqt~tlop．$associat~ 啪 two isaBpectral problems studied Hu XirIgt衄ol 

I哂rw -由-Dd Ptu蚺 Is~pectral Pr曲 I TmPair。fLenard~Ope~aRg-$F Q聃mulalDfRep~mon- 

tati0n 

27 

ItisanLmporta~th)D证 to searchf瞳 the comfl~tato~reptesentatior~ for nonlinearisospectral 

evolution equations in sofiton theory． In recent y~ars，a lot of results oil commutator representa- 

tiom have been~ vely obtaine~(see[1—7])．Inthis paper，followingCaoCewon'sidea 

about commutator repeesemation theory(see[1])，we studytwo 嘲pe pl'o~em$pcesented 

byHuXinsbiao[']and give corrffnutator representationsforthe cortespond~ hivrarchies of n叽_ 

linear h~ ctrat evolution  equations． 

Thetwo spectral pto~ m(9ee[8]) 

一 f H 1 一I +g 
一 -r』 

and 

啦一( 二 
can be托 i呦 in a unifiedform 

矗一脚一( ； l十一 (1) 
where妒至 (咖，咖) ， is an eigenp 叫蹴ef，and the vector-valued fuilctioil Q)一 ( )， 

t )) 讧catted 日哺potvntiaiof(1)．11 un~myins 嘲 al0is(一∞ ，+∞ )or (0，T)u 

derthed~cayin8 co~ld~oil atinfinityor peried~condition喇sl删 veIy．Let —’ +幽 ． 

Ibx~vglA ．2l，1991． 

*)Pto~ t唧  岫 Natm~ S Foundation 鼬 劬 I 雠 ， m吨 Provinco，C~lns． 
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Proposition 1 Let be aTl eigenvalue of(1)．and( l，如) be the corresponding eigeI1- 

function： 。 

。 ‘ 舭． (2) 

l啦 = ( + )咖一 啦． 

Then the functional gradient ^of the e nvalue 州 m regard to the potential“is 

地 )=(～ 桩mc析 舭)～． ㈣ 
Proof In Section 11 of 1-9]，we cho。9e m1】=f，m1 2=1+qz～．m2l= + ．Then e 

have 

J (一 计+ 档)向+2咖咖 ]血一叫 (计+qz 啦) 
whichimplies(3)． 

Proposition 2 Let̂ be all eigenvalue of(1)．Th enfor =1 and = 一 1． ．̂ satisfi~ the 

linear relations 

F = 。A (4) 

and 

A= A (5) 

respectively，where K，J and膏 ，t，a" tWO pairs of skew—symmetric operators I1aring the forms 

(a：a／ ．ar’= a—1) 

=  

．I=  

K =  

J 一  

a詈a一专两 a 

吉孑 a一1~,9-， 一专手a 
0 

吉手 1a 

{a 一吉由 a一吉a等 
一 专 帕一专 一吾由 

．3 -O．3 -O
一 号西 ， {a上 +÷ O--1 0" 9"-0"，9"- 

告 ÷a一号 一{÷a÷a 一号 一号÷a÷+{÷ 一{ ÷ 

0 

专 1 a 

(6) 

(7) 

which are calledthepair ofLenard'soperators of(】)。0玎I ding【0 e=l and￡一一l，resl0ee- 

rively． 

Proot For e— 1． 

t，一 K = 

一 O- 帕  

{孑一r 帕一g 

● 
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Thus．in order to obtain(|)it suffices to prove 

．1-IK =  ． 

From (2)we get 

(一稍+A- 锯) =一2r(妒{+Z-‘镀)， 

(2咖{62) 一2(1+qZ- ){6i+2( +口)稍． 

S0． 

一 3-‘qo(一妒}+ 诺)一3- oY2咖{62) 

=一3- (椎+脚})= -(一．j6}+ r 啦)． 

({a手a—r扩 (一析+ {6i)+({ 一r~-1r3--q)(z 咖) 
= ^·( 啦)， 

which yield (8)． 

For P==一 1． 

j—I霞 一 

l
z 

a
，

-

a 1
一

号 

{a}a—r a扣一r扩‘ra一专a} 
Similarly． can prove 

j-， ． =  ̂ (9) 

(8)．(9)imply(4)，(5)，respectively． 

Proposition 3 The spectrall~'oblam (1)is equivalent to 

／-#= ． L—L( ，P)：f， 一叼 、 、0L矿
一  一 2) 一  一  )- 一口一 +t + 』 、 

Definition 1 Let L u-~L(u，P)bethemapI)ingfrom a potentialfunctioninto adifferen- 

tlal operator．Th eGateaux derivative ofthe rimppingL inthe direction is defined by 

L．-({)= L( (1 

Lerrmm 1 Forthe spectral problem (10)，the Gateaux derivativeof Lis 

= ( (-- 耄+晦， 一 )+(一 __ l +矗，+晦) 一 一2， J+l一屿0J巩 
= ,-- ， =扎  

and L．．(simply written as L-below)is an injective hornomorl~hism· 

Proof DL-ectly calculate． 

Considerthe commutatorIv，明 ofthetWO operators 

V— Vl+ V2巩 L— L(u，￡)一 Ll+ L2a+ 厶 ， 
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L】 
一  ：h )' 一( )， 一(00) ． 

： (： )’ 
withA，D， ， ，爿 to be det~ ed士Il呲t妇  ． 

~ ousha series of calculations．we have 

． 阳 =VL一 
一 驴1．厶]一厶 k+VzL 一 

+(叭 ，翻 + [r2． 一厶 + §一2L,V 一 )a 

+([ ，工：]+ [n，厶I]+ 正 一2工I -) 

一 e(--q,+qr)F 刚一 露 一 ～̈ 一研) 
． f 一 P一 一日+q(A一∞ 一珥、 
’  

一  H+ (一毋+qr)(D一 )+婶̂ 一雌D一2日 +妒 一2H,一 厂 

+(∞ 一0 一E --一D2珥+ ) ， (15) 
where 

z1一 e(一 + )H 一 一 口+ q 一 一)届+ e(一 ‰ + + rq．)O一 如 ， 

一 rE— e(一 + + 衄 + O 一 一 2m )D一 且 ． 

InthefoUowing shall seperately discuss(15)￡ ￡一 1 and e一 一1． 

I．￡= 1． 

W ehope 

， 一 L．(蜀G)一 L．(JG)L， (16) 

i．e．． 

， 

f 一(邱 )“ O汜) ＼ 

＼一 0 )5】’+r(KG)0 +g(KO) (船 ) 一2r(KG) 一 (置G)“’』 

一

(一 。，㈣ 一(da)c2~r(JG)q(JG) 2r(JG) 一㈣ ＼一(JG) + “’+ 啪(JG) 一 ∞一(JG)“’厂。 
+( +{(_ 
f 一(I，G)“ (JG) 1， 一l

一 (JG)51]+r(JG)Ⅲ+g(JG)t2)(JG)P’一2r(I，G) 鼬一(I，G)mJ 

+( + H ( 0 ，：L2 
一 (一(聊 ru(JG回) q(JG)。，(JO)CJ 一2 r(J回G。)t’2) G)(】 -~j．(17) ＼一(J ) + ‘”+ 啦’ 一 一(I，G)‘ ／ ⋯⋯ 

Wl'iel~K，J and L— L(u，1)are defined by (6)and(10)respe~ve,ly，G0)一 ( ”0)， 

G ∞0)) ，G( ( )and G( 0)aretwo arbitrary smooth 。 on口，and(·)∞( —l，2) 

● 
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stands妇 tbei-th c~~lxment 0f(·)． 

Inordertoget(16)，in(15)we s~onld choose 

(G)一一 1 。( ”+

rG )一专 +吉 (}。：”+ ”) ， 

D—D(G) 一号 ( ”+ )一{ +{(詈 n+ )， 

届一 (1G) 一{詈( ”+ ’)+{詈({ ”+G： ’) ， 
一 邢 —，{( ”+ 卜吉}( ”+ ”) ， 
t1=t1(G)一{( ”+ )一{(詈 ”+罐 ) ． 

1如n。e．wB h撕  

皿e啊臼I-1 LetG ’( )and G。’(z)betwo given s订100恤 functiom 013口，and G垒 (G‘”， 

G。 )r．Thenthe opel"a~l'equation detennin~l bythe pair of Len~ 's operators置，J andthe 

spectraloperator L~L(n，1)， 

， L]一L．(船 )一L．(JG)L (19) 
possesses the cperat~ solution 

⋯c。 一( )+ 。 czo 
where (G)，D(0)， (I∞ ， (G)·日(G)are defined by(18)． 

Proof Sul~titufing the∞中|e 0璐 (18)0 (G)，D(G)， (G)， (G)，日(G)into the 

r~ t-harJd side of(15)and noticing e=l，thtongh alenthy calculati~swefind thatthe caleu- 

lated resultisequalto the啦 haI破 sideof(17)．So，Tbe0M  1 hold~ 

Now，ior。兰1，We舢 嘣veIydefinetheh删  gradient sequence Gjof(1)asfollows： 

G-1一 (0，0) ， 岛 一 (2，2r) ， 

Jq+1 KGj· j一一 1，0，1，⋯ (21) 

x_一 (mE0，1，2’．．·)are calledthe vectorfieldsofthe special pcoblem (1)with。 1，妇  

Eu．stfew results of calculations beiflg 

五l一 ( ， ) ， 岛 一 (2，知) 

置一(({ 一扣 矿)：，一 +( 1一 1一 
(一一，÷ 一一一 r) ． 

m 拙-脚 of evoiu~on equations a~ociated with (1)for e= 1 are produced by the v蝴  

field五。，i．e．． 

*； (口，r)T (g，r)， m一 0，1，2，⋯ (22) 

wi th the n譬 鲫 招 撑 equation  

(口．t)l==x1(口，r) 
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一  一  ) ·一 + 一争 ， 
which car]be red ucedtothe well known Mkdv equation 。 

n 一 {r 一喜 (24) 一 一’ 【z4) 
as g一 0． 

Ⅱ． 一 一 1． 

W e hope 

[ ．L]一L．(亩∞ 一L。(JG)L， (25) 

where盂， and L=L(u，一1)are defined by(7)and(10)respectively，G0)一 (G⋯( )， 

G‘ Q)) ．G‘ 0)and G 。 ( )are tWO arbitrary~ outh functions or]n 

In orderto solve V from (25)by using tlIe approach used in ca8e I．in(15)we should 

make choice of 

A — ( ) 

D= D(G) 

( ”+r )一{{(}G +{ (} ”+ ) ， 

1 ( 。+坩! +{( ”+ ， 
一 雪(G)一 1詈( ”+rGY )一吉詈(号 ”+ ”) +{}(} ， (26) 

F一善，(G)一一{(}G +碰 )一{÷( ”+GY’)l+{ (睾Gn ． 

H=／f(G)一{( ”+坩{”)一吉( ”+G +{(}G ) ． 
So．weget 

Theorem 2 Let G㈣( )and G( ( )betwo given smooth functions oil口．and (GⅢ， 

G‘ ) ．Then the ope~tor eq~tion deter咖n胡 b3r the p出 of I∞at operators霞，j and the 

spectral operator L—L0．一 1)， ， 

， L]一L．(肋 )一L。0G)L (27) 

hasthe operator solution 

G，= )+ D ， ， 
where ( )．西(G)，亩(G)， (G)，疗(G)arP,defined by(26)． 

Proof Substituting(26)into (15)and noticing =一1，by directly calculating(15)and 

decomposing (25)intotheform like(17)，wo 9eethatthe operator equa曲n(27)hastheop~ra- 

torsolution(28i． 

For P一一1，the Lemrd's recur~vegradient~equenee岛of(1)am defjnedtry 

’ 

⋯

(0,2rY

⋯

,

1 0 1 
c∞， 。．『+ = 盂 ， J=一 ， ， ，⋯ ⋯  

兄 =j (m一0，1，2．⋯)are called the vec【arfields ofthe spectralproblem(1)with P=--I， 

thefirstfew results being 。 

● 
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岛 一 ( ，n) ， 一 (0，扫) ； 

豇：(({ 一吉 一驯 ·吉 
一
(rJ一 ， 1 r 

一 r3一 ) ． 

The hierarchy of evolution equations associa嘲 with 

fields以 ，i．e．， 

z +(} 一争 扣) ) · 

(1)for￡一一 1 are given bythew珊0r 

’ (g，r)T=兄 (g，r)， m一 0，1，2，⋯ (3O) 

with the rel~esentative equation 

(g，r)I一 置1(g．r) 

一 (({ 一吉 一吉 。) ．吉÷ 一z +( 一 一吉 ) sD 
which∞ n be also~ lueedtothe remarl~~bleⅢ v equation 

1 3 ， 

丁 一 

as口= 0． 

cc肛 衄 1 —1)with Ⅱ 0一-1)，we havetwothe~ems below，whichdescribethe 

else i~ oll between the oc lm删国tor托 俄 ntaⅡ叽 s for the hier~chies of evolution equa- 

如 ns(22)，(30)and the坤e扭1Dr solutiom 。f the坤e扭1Dr cqIlat n(19)．(27)． 

硼嘲舯釉3 Let毋=( ”，G ’) and岛=(亩”，句外) be the Lemrd's tecursive gradient 
sequences of(】)for e=l and e=--1，respectively．L成 = (q)and 一P( )be se~mtely 

detel皿 md by(20)with 0一 and(28)with G= ．Tben 

Ew．，L]=L．( )， 

[ ．L]一L．( )， 
■  ■  

where =∑ 一。 ～， 一∑ L_一．L 
j-O J-O 

(33)． 

m一 0，1，2，⋯ (32) 

m= 0．1，2．．_· (33) 

= L0，1)in (32)，L—L0，一 1)in 

Frorn11】eoIem 1 and(21)， have 

Ew．，L]一∑IV ，明 一 
j-  

= ∑( (硒 一 )一L．(JG卜 )L)L_一 

一 ∑( (J ) 一，一L．(朐一 ) ) 
日 

一 L．(‘， )一 L．(‘，G一1)L一̈ 一 L．( )． 

Similarly。fr∞ Theorem 2 ar (29)wecan obta．m (33)。 

11唧 m 4 ’tⅥ∞NIerarelvesof evolut~n equa石0ns(22)and(30)possessthe。0盯删 一 

ta【0f repI 诅ⅡOm  、 

厶=[ ，L]， L— L0，1)， m一0，1，2，⋯ (3{) 
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厶=[ ，L]， L—L0，一1)， m=0，l，2，⋯ (35) · 
respectively． 

Pl·o 

厶 一(e(--q=--+v b + ， 一 一 )+(一0 ：)a=L。c ． 
For e= l， 

厶一[ ， 一L。 )一L．(L)=L。 一L)． 
For 8一 一 1． 

厶一[吼 ， 一L。 )一L．(卫)一L．( — )． 

In addition。notingthat L．isinjective．we obtain 一‰ 一 0， 一 ‰ =0if and onlyif厶一 

[ ， ，厶=[ ，阳，respectively．Thee afe the disired rusults． 

Corollary 1 (22)and(30)afethe m compatible conditions of L( ，1) = ，略一 

计 and L0,，--1) 一 ， 一wf_ ，respectively． 

From (32)and(33)，we getthe resul~~ tely． 

Corollary 2 The potential v~ctot =(g，r) is a Zinite 

tionaty n0I1linear evolution equa~on 

Ⅳ Ⅳ 

∑ 一 一0 Of∑ 缸·一0 
lk-- 0 D 

if and only if 

gap，~ mely，it satisfies some sta- 

(̂r≥ 0)， (36) 

[∑ 一L]--0， L=L( ，1) 
●一 D 

[∑ 一L]一0，L—L( ，1) ≥0)， (37) 

where峨，且(0≤ Ⅳ)are黜 constants． 

As a special ca∞ ofTheorem 4．We obt&irlthe oo硼muta幻r representationsfortheMkxlv hi— 

rarehyifle~ 'g q= O． 

Cl唧 U●ry 3 The Mkdv hierarchy of equations 

n— jccccccccc~ ． m 一 0，l，2，⋯ (38) 

havethe OⅢ utat0r rep~ tatkms 

厶= [ ， ， m一0，l，2．．-· (39) 

with 

一  

一  t )， 
o一{昏 一吉 一 ． 

o 扣一 一如～ 

(40) 

● 

= 
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+ 

一  1 +{ --- 0 
0 一专 ‘吗一 +{GJ (41) 

where J=B， 一寺 一a 帕，q一】O=0，1’．．·，m)is reeur~vely de．trained by the follow— 
ing re~fions： 一 一1(J=0，1，2，⋯ )，G--=0，G0一r． 

Remark On the nonlinearization of the spec~ pr~flem (1)and Lax operator algebra。 

we have got sotne resulm·which are Jefttoaforthcormng paper． 
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