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Abstract The commutator representations of Tu hierarchy of equations arc presented first and then 

tht0ugh nonlinearization of Tu s eigenvalue problem ，the involutwe solutions of"Fit hierarchy are gi 一 

en in this paper． 

Key W ords and Phrase~ Tu HJerarchy~Commutator Representation；Involutive System ；Involutive 

Solution 

Consider Tu’s spectral problem(see[1])： 

功 三 (一 + +  ̂ ) 一 却， a一 a 

The lair of Lenard’s operators are 

一 ( 。呈 )， t，= 0 23． 2a 
一 (们 + ) 

The Lenard’s recursive gradient sequence伉 of(1)are defined as follows： 

G一2一 (1．0) ．G一1= ( 1 
． 1) ； 一2．G ∈ Ke ，， 

(1) 

(2) 

KGj 一 ．， ， 一 0，1，2，⋯ (3) 

(m一 0．I，2，⋯ )are called the Tu vector fields，which produce the Tu hierarchy of 

sofiton equations 

(“ v)T— X ， )， m一 0，l，2，⋯ (4) 

v,'ith the representative equation 

川1一Xt( ) 
＼ 

Obviously，(5)is reduced to be the well—known KdV equation 
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+争 as一。 

§1．The ComJnutator Representations of Tu Hierarchy 

of Equations 

(6) 

Lemnla 1 1 Fhe G~teaux derivative mapping of the spectral operator 1 defined b
．v U )is 

L⋯( )垒  d、i

—  
+ {)一 { + 1一 (7) 

and ， (simply written耶 below)is an in~edve homomorphism，where = ( ． ) ． 

= =( 1． )’． 

Thc~rcto 1．1 fc ( )b。an arbitrary smoottl function and i 一 I (G)一 -- 7‘-G,+ 

Then 

where 一 f 

spectiveIy— 

Proof 

r『 ．， ] 『 一 lJ ==， ( ∞ 一 (JC)，』， (8) 

靠 ( —l )，矗) ： ，．，and L are de1ermined bv(2)and(1)．re一 

[ ， j 一÷ 一十 4- 持) 下2(̈l+ -。 -)E一2(LL． (9) 

Substituting (2)and the expression of G into the right hand side of(8)．by using【7)and care— 

fully calculating L (肪 )一，f ( 麻) ，we can g that， (肪 )一 (．麻)Lis equaltothe right- 

hand side of(g)withuut difficulty． 

Theorem l_2 Let =( ． ) be the Lenard s reCutsive sequence of(1)．and = 
1 

I ( )一一 砉6{ + a， 一1．0，1．⋯．Then 

L1 ，， j一 』 (× )． (10) 

where the。perator̈ =∑ j-1 ～． 
1— 0 

Proof By using Theorem 1．1，directly calculate． 

Corollary 1．1 The Tu hierarchyof equations ， )r=x ，? )． 一 0，I．2，⋯ ，pos- 

se受 s the following comifluLatol representations! · 

§2．The C．Neumann Constraint and Involudve SystemE ] 

Let ，⋯ ， be N different eigenvalues of the slx．'etral problem (1)．Then it is easy to 

calculate the functional gradients ( 10of mgenvalue with resl：~et to ，f ： 

b 

∞ 

_J 

2  

l  一 

一 

m 

一 
叼 

nI_ ．L 
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v ． = ： 
wi'dch satisfy the linear equatiom 

K 1|， ，一  ．1'．i  ̈tI，" 

where K． 1 are defined by(2)+ 

m C．Noumann constraint G．．一∑ ) yields 
一 0 

- - 
． >=l，“一2( ． )．r一一 兰 

(13) 

(妒一 )． (1 4) 

1n r2]，jt b。en shown that under the constraint condition(1 )·tile Tu s scpct l pr。hl。 

(1)is n。nlinearized as a o。mpletely integrable Hamiilonian system in]douViUe1S sense( ， 

却̂．H*： ，一 i 、)．whose involutive system is 一 一， F，where -。一{( ， ) 

∈ ： jF一去(( r ． )--1)：0， 一／ r 矿· 0 J· 

一  ·一 一  一 

日一 = f ，妒>+告( 19>． )一i，／、 ， > ， (15) 

F =去( )+告( 1nl ， >一专( )<／1 · 

+  l ) I． (16) 。2
I+台 I( ， ) ‘ ， )l 

ln the ab0ve f0rmuIae，J：diag()． ．⋯ ， )． 一( ．⋯ ， ) ， 一 ( ⋯ ， ． ) ，仍0) 

is the eigenfunction corresponding to ．(·．·>stands for the standard inner product i” ，and 

the PDjs§on bracket( ． )of two functions E．F in the sympleclie space(R2N’却 ^如 )is d 一 

retrained by 

c ， =喜c 舞一象 ，一c筹·蔫 一 3E，筹 一 c"， 
§3．Involutive Solutions 

Consider the canonical equations of flows 

c 一(一 aFg／ a~U1一 、 aF2．．／a ~>1，：0， 
(18) 

where is the N ×Ⅳ unit matrix．We denote by the solution operator of its initial value prob~ 

hem ．Then its s01uⅡon ca ll be expressed as 

1)， ＼ (￡ )／ ’ ＼ (O)／ 
Since any t、v。fUnctj。ns F ． are i n volution，(尸 ，F )一O，we have(see[333 

Pf0poslti0n 3．1 1)Any two eanoDical systerP6 ( )and ( )afe compatible；2)The 
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Hamiltonia phase flo~,s a”d卵。。 。‘ 

Denote by z ， 一 the flow variables of(Ⅳ‘)一 ( )and (F )，respectively- 

Dcfine 

( 掰 
hich is called the involutive solution of the consistent systems(Ⅳ )and(F )(see[4])．The 

eommutativity of ，g- implies that(20)is a smooth fun~ion of ， 一)- 

Th eorem 3．1 Let( )0 ， )． 0， )) be an involutive solution of the compatible group 

( ．( )．a_1dlc l-- =1．删( 一虹鲁 ．mn 
1)the canonical flow equations(H )，(F：)co．n be reduced to the spatial part 

— L ． ) 兰 (一 + + ， r_ )= (21) 

and the time part 

一 ( + ciH'-~一】+ ⋯ + c,,H-0)q~， (22) 

respectively．of the Lax representation for the Tu hierarchy of evolution equations(231 below 

with ，̈ astheir potentials，where[ are independent of ，and (七一 0，1，2，⋯ ·m)arc de- 

fined in n eorem 1．2． 

2)w( ， )一2(9，． >and ( ，‘)一一盟 { satisly me higher—order Tu 
equation 

(̈  )0一 m十c,X + ⋯ +c—Xo， (23) 

where X = ， ( 一0．1，2，⋯ ，m)aretheTu vector fields． 

Proof By the expression(16)of F ，WC have 

一  _ f _ (册 帅 +
．+ 

(f批  ) _ ( w )． 

一
．1 + ∑ (( ， ) 州一( ‘ ， ) r )， 

l+ ⋯ 一 l 

( =(雾， 一(嚣．》一(( > ))( )- 
Hence 

一  一 虹  ( >⋯ CA'-' >
+ (24) 

． 

= -= 一 一  (25) 

u叫 er(14)， 一 一 =Acp-- --vA-'似 = 一 ．m s(H。)一 ( )js r酣uc。d ‘ 

to(21)． 

On the other ha nd，the呻 jf of Lenard operators K +d possess the following properties# 

．r ( (‘ ’ ㈤ 
．t-1K： G⋯ +G，+ const．·G l+ const．·G一2． (27) 
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wl1efe Gj ( ”， j ) are the Lenard r。cursjve gradient sequence．Let the operator(J一 ) 

( ≥0，kffz)act upon G—J一 (f ， )，<A一 9． )) and use(26)，(27)．It is easy to find 

thatthere gte some corlstants 2，⋯ ，ek+2，such that 

A 一㈥垒( 麓’ +⋯+．． 如+~JV--J s 
SpcdaJly， 一( 妒， >一∑c { ( 。：1．cl一0)． 

On the Tangent ban ~e of ellipsoid 7 ， through a series of careful calcuhfions vv-e 

obtain 

： 蕊  疆 蕊 
一  一  一  一  

一A*9+ ∑ (( ，9),lJ9一(／f9， ) 

一 ∑(一专 ． + 一 

一 ∑∑(一专 一． + 一 一 

一 ∑☆∑(一专 ⋯+af22 ⋯ 

一 ∑ 一 9- 

Thisis(22)． 

Observe that 

一 4( ， 
。
)， (29) 

(A_。9，9) 

一

((∞．9)+ 

Sul~tituting the two equalities 

[(( ，吼>+(A- ，班．>)(d～9， > 

( 一 ． >)( '。9， )]． (30) 

。

一 删 + ∑ ((if9， )删一(删，9)ASg)， 
i+j-．一 

： 礤  
一 一 一  十  

一 一  +J9+ ( ， > + ( ， )9-- < 一 ， >／1 

一 ∑ (( 妒， )脚 一( 妒， ) 妒 
I+j-m—I 

into(29)and(30)，and noticing( 一 ， )一1 and ( 一‘ ， )一O，we get 

一 4( ， >= 20(9，zffg)一 2aAff ， (31) 

(! ：吐 ± 1 ： ! 2 1ll ：：翌!翌!f !贮 二 ! ! !! ： ： ! (A一 ． ) (32) 
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2 一 j( ’ ．p ． 

一  —  一 l、、 

一  

1 ． 一 f ： ．1， ) 、。 ’ 

一 ( a+ ) 

2( · rn妒>一 2nf ．A >+ f 一 1⋯  )上 21·( ． r ’ 一 2 一 【一 ’ 

4(( ， >+ (A ， ))((A 一’ ． f 1 ． )一 ( 1-Zq)． )(． 一’ ， )) 

(I ． >! 

一 4( 1 ． ， 

一 ¨ 一 2训 ”． 

i．c．， 

n 一2aA： -． [{ 一( ， + )] 

Combining(31)with(33)， tlave 

The proof is cowlplere． 

2a 1f ＼ 

{ 一(帕+m) l J 

∑“ lTI 

- f-e JX i+ ⋯ — ( 0． 

(33) 
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