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Geng~ 可积发展方程的Lax表示 

堂  ∽ - 。—-。—一 ～ 
(数 学 系)  ̈

摘 要 基于曹的思想，我们提供一族由耿献国(Geng Xianguo)研究的可积发展 

方程的Lax表示． 
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大家知道，可积发展方程族的Lax组 的非线性化是一条获得有限维完全可 积系统 

及发展方程对合解极有效的途径[1呻)．近年来，越来越多的人们致力于这方面 的研 

究．要对可积发展方程族的Lax组进行非线性化，首先要获得可积发展方程的Lax表 

示．曹策问在文 [4)里首次提出关于保谱发展方程换位表示 (或Lax表示●的新框 

架并阐述了换位表示的各种用途，到目前为止，关于保谱发展方程的换位表示已有不 

少研究：5-83．本文打算针对 由Geng Xianguo提出的一个谱问题[9]： ， 

妒 =M妒，M=(： +1 J v一- 1 ) (1) 
应用曹的方法，给出与 (1)相联系的可积发展方程族 (以下称为Geng族可积发展 

方程，简称 Geng族)的Lax表示． 

由文 (9]，我们 已有下述结果 ： - 

设 =(妒1，妒2) 满足(1)，·令 1=(21妒1妒2，妒；一舢 ) ． 
则 

K = J (2) 

其中，K，J是 (1)的Lenard算子对 ： 

一 ； ， = 苦 ： 雪 a，c。 
且 K、d均反称．a =la／a x，aa一 =a一 a=1．1与妒=(妒1，妒2) 分 别为 (1) 

的特征值与相应的特征函数 。 

现如下定义 (1)的Lenard梯度递推序列 {Gj}： 

K Gj一1= JGi， = 1， 2，⋯ (4) 

奉文1992年 9月17日收到 
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G。={( (5) 
易看出Go∈KerJ，且 Gj fG； ，G： 可由(4)递推求得，因为递归算于 

：  一  
1 

a 2 a 【_ 2徊 + 徊 a

-

_ l

V  a( 詈a—i言 ’， 
垒KG =K m Go，m=0，l，2，⋯ 称为 <1)的向量场；与 (1)相联系的 

( )：Xm ， m： 0， 1， 2，⋯． (7) 
．_ 

(7)中第一个非线性方程是 ： 

rut— 。+eJ广 i 
1 1 

一 丢 

命题 1 Geng谱 (1)等价于特征值问题 

LfwJ妒 古( u a 1 J a一- u(v一-11)J_ua) =1妒 (i。) 
其中，w=fuJ ，妒=f 1， 2 ，a=a'／ax． 

， u+ 三，+c： ， 
注意到 

( -- u
+

-  

一  ) 

由 (1)立即得到 (10)的形式·反之亦然· 

￡
· 

l△ 
。 

)= 
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这里， ( 1， 2) ，V 1，0 2；L=L 以下 L。 简记为L。． (11)中的L
。为 

单 同态． 

证明 对 V =( 1 2) ，有 

㈤一等 L+ 

= 一  

U 

L+ 
U ‘ 

， l
a 一言l 一言2 u+ 

、 

0 2a 一2 2一；la J 

另一方面，写 L=LfwJ为如下形式 

L： L0+Ll a ； L0： 
U‘ 

- ~1 v

一

-

~ ~ u+ ，+ c ： a 
(12) 

一

-  u(v-
一

1

1：)，L = 1(u+ 0一 ) 
(13) 

那么算子 a = 一L。J，其中 L =( u

+ 1． 一

o 

u
)． 

将算子 a =L 一L0，代入 (12)式，经一系列计算并整理即证得 (11) 

L。 (0)= 0# 0=0，因而 L。为单同态．证完． 

令 = +̈L+ ，其中 =(：：： ̈=0I1'2． 
Ai，8{，C L，Di f『-0， 1， 2，均为待定的函数．下边我们作算子 与 (13)中L 

的换位子： 

2 

(Vi，L)L =∑ (Vi，Lo-I-LI a)Li 
i 0

， 

‘  

I 

{ (Vi，Lo) 一L x+ (Vi，L1)a }L 

一

二 (( ，Lo)一L1 z一( ，L1)L Lo)Li-I-(Vi，LI)L L 
⋯  (14) 

经计算可知 

c*， c ，Lo)-L1 z—c ，L L Lo=
u

l
--T (

一

-

f

u A

+

i,

1

+ u(

i： 0 f 一1)Cl, 
一 uB-x+u(v-1，fDi—Ai， 、 
一 fv-I-1 JBi z-I-uDi +uf 一1，c 一fv 一1， ．一D{， 

(㈦ ( ，∽ L ’‘ 1 (
-fv

-

u(

+

v+

1 堰+2批i v+1 -DI J 2 U2+1JBi 8 J 
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(14)即是 

( L)= ( ，Lo)一L1 一( ，L1)L Lo+(( ，L1)L +( ，Lo) 

一 L1n 一【 1，L1)L ‘Lo)L+((V1，L1)L +【 ，Lo)一L1 

一 ( ，L1)L7 Lo)L + ( ，L1]L L。 (15) 

我们希望得到 

( L)=L．(KG)-L．(JG)L (16) 

其中，，(．J是Lenard算子对 (3)式；G全fGl，G2)T，G1，G2是任二光滑函数． 

利用 (11)式，将 (16)式打开可得 

)= 

0
二Z + l u 一 (K k )+吉( 等 晌 u tK 

～  t瞒 》1 

4v+l(JG)2⋯吉( 一 劭 十一 一 fJ 一 fJ劭 【一fJ百J 
这里 (·) '『_1， 2表示 ·的第 ，个分量 ；KG与 JG分别为 

，(百 (2G1 x—G2 x z)
，

J百=(2 a a一 ruGl x+vG2 x J ) (18) 

G1 I ． 2 a var fuG1 + vG2 J—G2 

要使 (16)式成立 ，必须让 (15)与 (17)中的L各同次幂的系数矩阵相等．为此，我 

们选取 

Ao=Co=Do= 0。 Bo= GI ， 

Ai=一Di=一G2 ，Cl=Gl ，BI=一2(v- 1 J a一 Gl +vG2 J， 

A 2=一D2=一2 ua一 (uG1 +vG2 ^ B2=0，C2=一 2 fv+ 1 Ja一 G1 

+vG2 ) 

，  (19) 

那么，我们得到 

定理 1 设百1fx)J百2fx】是任二充分光滑的函数，百垒f百l，百2)T；令算于 
～  ～  ～  ～  

r 

性 噼 c。0 t ～。 一 h 岛 
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+(一2 ua一 +y百2“ 0 
)L (20) 

一 2fy+1 J a一1 百1 -I-y百2 J 2 uD一 fu百l +v蕊 J 

则 ( L]=L· GJ_L·(JG)L 

其中， J为 (1)的 Lenard算子对，L如 (10)中所述． 

证明，先将 (19)式代入 (*)、(**)两式，再将该两式的计算结果按 0， 

1， 2的次序逐一代入到 (15)式的右端，通过一系列较繁琐的计算，不难发现 (15) 

式中算子L各次幂的二阶系数矩阵与 (17)式中L对应次幂的二阶系数矩阵之计算结果 

是完全一致的． 

定理2 设Gi=fG： ， JT是(1)的Lenard梯度递推叙列，令Vi=v(cĵ 

= ∑ vj L一 ，那么 

( ，L)=L· J m= 0， 1， 2，⋯ (21) 

证明 由定理 1及 KGi一1=JGj，JGo= 0得到 

( ，Ⅲ，L)=∑ (V(Gi JI L)L i=∑ {L· Gi JLm—i—L·(JGj J —j ) 

= ∑ {L· Gj JL—J—L· Gj一1 JL— J 1} 

= L· G J=L· J． 

定理 3 m+ l阶 Geng族可积发展方程 『uJ = m= 0， l， 2，⋯ 

具有换位表示结构 ； 

Lt= ( ， L ) ， m= 0， l， 2，⋯ ． (22) 

即 方程 ， = 『uJ m= 0，1， ，⋯ 具有Lax表示形式 (22)．其中，算 

子 如定理 2中所述，L如 (10)中所示． 

证明 =一 · _+古t U t；一--U t—V--Vt ‘， 
0 )L+ ( 0 一 l 

-- Ut 0 一 上 vt 

由定理 2立知 

Lt一( ，L)=L·(ut，Vt J·L吖 J=L·( t，Vt JT一 rtl, ) 

又 L·为单态，故 

l一 +l u 

y— J  一 

一 

I—u = = 
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L-= [ ，L)# f =‰ ， 

推论 1 Geng族方程 ， =xm fuJ 是L =1妒与 t=Wm妒的 自然相容 

性条件． 

推论 2 位势 u ， v(x，fJ满足定态的非线性Geng系统 

XN + alXN一1+⋯ + aN X0= 0 (23) 

的充要条件是 

(WN + 81 WN一1+ ⋯ + aN ，L ) = 0 (24) 

其中，a1，⋯，aN为常数． 

证明 利用定理 2及 L．为单同态．立知本推论的正确性． 
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The Lax Representation for the Geng 

Hierarchy of Integrable’Evolution Equations 

Qiao Zhijun 

Department Mathematics，Liaoning University 

ABSTRACT Based O[I Can s thought，we present the Lax representation of a 

hierarchy of integrable evolution equations whieh is studied by Geng Xianguo． 
● 

KEY WORDS Geng hierarchy，The pair of Lenard s operators，Lax representa， 

tjon． 
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