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一 种获得AKNs方程族的换位表示之新途径 

一  

乔志军 

(数 学 系) 
(=) ／ 

摘 要 奉文利用谱梯度法引出AKNS族的Lenard算子对，进而绐出AKNs方程族 

的换位表示． 

关键词⋯s族 ⋯ 对：竺堡 坠 ／1 1 族V ， —‘ ‘’-。～  ⋯。 一—⋯  
考虑广义Zakharov--Shabat谱问题 

妒 =u妒， u=( 一 
．!)，i=√二_厂． (1) 

这里，妒一(妒1， 2 ； 为谱参数；向量值函数 u J垒rg ^巾，JJ 称为位势．自 

变量 x在依赖区间 ( 一(一。。， +。。)或 (0， ))内变化 ，u 在无穷远处衰减为 

零或以 为周期． 

本文约定：a／ax}a 表示a的逆算子． 

1973年 、1974年Ablowitz、Kaup Newell、Segur(AKNS)四人[1，2]通过研 

究 (1)的辅助谱问题 

s妒 t麓 
其中 A= A． ，亡J 0 J，8=∑ Bifx，fJ ，c= C

．
fx，fJ g J，确定 

出A fx，扒 Bjfx， 和 C． ， 进而给出 (1)的位势 q(x fJ、巾f，fJ所满足的发 

展方程族(AKNS族) ： 

(一： )=z， 。 一 l 1， = 手t D一-- 2arD ~ 一2arD+- ~r a一 r)． 
(3) 

kllAKNS族 (3)的Lax表示 妒 =U妒，妒 =S妒． 

本文将从另一角度出发，通过引入 (1)的所谓谱梯度 Lenard算于对及向量场， 

给出与谱问题 (1)相联系的非线性保谱演化方程族及其换位表示．下边我们可以看 

到该族方程不是别的，就是AKNS族；同时我们也看到按此种方法 (不妨称为谱梯度 
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法)获得 (1)的保谱演化方程族及其换位表示无论在形式上还是在计算过程上均比 

文 ：1， 2]简洁些． 

命题 1 0)：设 为zS谱问题 (1)的一个谱值，那么 对位势 Ⅳ=阳，，J 的谱梯 

度 ^是： 

t
一 黝  ̈

碡中， lfxJ， 2fxJ为对应于谱 的谱函数： 

l =一嵋 l+q仅J 2 

2 =以 J l-i-， 妒2 

r 2 
1 fx) 2 fxJdx厂 ． (4) 

n 

(5) 

由于 f 2) =g ；+， ，f ：) =2 re,l 2+2 ；，{ ；) = 
一 2 ：-I-2 q l 2 
所以 ( ：) 一2 ra一 (q +r ；)=2， ；，一( ) -I-2 qS- (q ；+rq,：) 

因此我们只要选取微分积分算子K、J 为： 

K=t。2

一

q~ - l

。

q
一  

。

。-- 2

。

q
—

a

。

-

， ， =z，t 一 

就有 K =0·J  ̂ (6) 

定义 1 使 (6)式成立的算子K、J称为ZS谱 (1)的Lenard算子对．这里 

K、J均反称且 J为辛算子． 

注 ：J一 K给出 (3)中的递归算子 ．不过这里纯粹是靠谱 (1)本身而导出， 

与其它因素无关． 

定义 (1)的Lenard梯度递推叙列{Gj}叩：一】如下： 

G— l 2(0，0) ∈KerJ，令 (a一 r—a～ q)0一‘ KG。一l—JGj，卢 0，L，2，一 

前几个计算结果为 ： 

= ( )，G，一古(三 )，G 一{(qr, ． --一2 rZ q，)， 
G 一 ( 0 q 一 rl x x)

． 

8 ’_ 6 qrq 4-q⋯  

不难证明诸Gj的分量是q，圾 其导数的多项式． 叁JG (m一0，1，2，⋯)称为 

(L)的向量场．由向量场 产生的非线性发展方程族u =)‘n 称为 (1)的保 

一 

1  O  

— 

1  

2  

= 

a r 

q  l 

a 2  

q  

2  2  a  
= 

即 
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谱演化方程族-特别ut一 fuJ=古 (一q ,． ,一+22r2q2qr)和ul= s fuJ { 

(! 田x一。⋯ )分别给出耦台的非线性schr0dinger方程与耦合的Mkdv方 4
‘

6 qrrI一 

程，由此可知 “ 一 mJ r丌= 0，l，2，⋯．就是AKNs方程族- 

谱 (1)与 

L 妒：。妒，L㈨ 一(『ria
一

-- ／

f

q

a
) (7) 

等价．让 L：ul~L(u)是位势到微分算子 的映射，按映射 L的微分之定义[ 我们有 

引理 1 映射 L： ，一 L(uJ的微分为 

L
。  

J垒 0 一 ) 

且 L
。
u (以下简写为L

。

) 是单同态·车一(车l，车2)- 

引理 2 设 )，c J．是 0上的任二光滑函数 ，G fc )，8 ，让 

忙 wGJ一(一a-

c

i(r~-qC)

a—

B 

frB— 9) 

那么V与 垒LfuJ的换位子为 

(V．L)垒 VL—L —L(KG)--L。rJG)L (10) 

其中K．J是 (1)的Lenard算子对． 

证明 Ll+ = o 一 
z )． 

，r 【l f1 一 ， 

(V．L) = ( L1) + ( L2 a ) 

=((v．L1)一L2 一 ( L2)L L1)+ ( L2)L2 L 

(11) 

上述运算中利用了关系 a =Li- fL—Ll̂ 将L1，L2及 V的表示式 (9)分别代入到 

(11)式 ，然后进行计算整理，不难发现其结果等于 (10)的右端． 

定理 1 设G J=fc ^B． JJ 是 (1)的Lenard梯度递推叙列，令 

=  fG．J． =一 1，o，1，⋯． 

m= 0，1，2，⋯． 则 

(W ， L ) = L。 

证明 由引理 2，我们有 

( ．L)=∑ ( 

其中 台(一『0 Wm= 。Vj 

J ．m= 0，1，2， (12) 

l ，
L)L ～，： L (KG(KG 一l J L ，一L。(JG，一l JL一 】“ l，L)L一 = L 

】一 l J L一 ’一L。 ，一l JL一 
j= O 
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= L (JG j=L． J 

定理 2 高阶AKNs方程 UtEfq，rj — fuJ m一 0，1，2，⋯具有换位表示 

L 一 (W ． L ) m 一 0·1，2，⋯ ． (13) 

= 霉 (一ca- ~ (rBj一 一 ej
J 0qc，√ j ㈨ 0 ；1 0 I rD． 1一 ，一 

其中算子L如 (7)中所示，G．一l垒fc，l，B，一1j’是Lenard递推叙列． 

证明 L = L =L
。fU【j 

L 一 ，L)=L。fu J—L f j=L． 一 j 

又L。为单射，故率定理成立． 

推论 1 AKNs方程 u = mJ是 L = 与 =W 

推论 2 位势 u _)=fqrxJJ r 满足定态的AKNs系统 

+ X0= 0的充要条件为 

(WN + l WN l+ ⋯ + N wo，L ) = 0 

的自然相容性条件． 

+ l N—l+ ⋯ + 

(15) 

这里 i，⋯． N忤是常数． 

注记 ：本文的一些结果虽然能用文 [1，2)中的结果推出，但这里我们是从另一 

角度 出发获得的，换句话说，本文注重的是这种获得演化方程族的新方法一谱梯度法， 

并 由此想到对于其它一些谱问题使用该法所获得的孤子方程族及其换位表示．谱梯度 

法 的特点在于 ：形式整齐，计算简洁． 
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A New Approach to the Commutator ’ 

Representati0n of AKNS Hierarchy 

Qiao Zhijun 

Depariment of Mathematics．Liaoning University 

ABSTRACT By the method of spectral gradient the pair of lenard s operators 

of AK NS hierarchy is introduced and the com mutator representation of A KN S equ- 

ation hierarchy is further presnted． 

K EY WORDS AKNS hierarchy，The pair of lenard S oprators．Commutator re- 

representati0n，The method of spectral gradient． 
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