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摘 要 

车文首先求出WKI孤子向量场的挠位表示l尔后应用特征值的泛厦梯度·得到一种c 

Ne·m埘，n约柬．在诙约束下，与WKI发展方程族相联系的保谱问题(wlⅡ谱问置)被非线性化 

为一十 Hat．ton系坑．最后，我I门时论了cNcumann约束与定态wKl孤子系统之问的关系． 

§l WKI向量场的换位表示 

自从曹策问叫阐明关于保谱发展方程的换位表示理论以来，这方面的研究工作已有不少 

([2—6])．WKI族是一族较困难、较复杂的非线性偏微分方程，以具有孤子解而着称·受到广 

重视．下边我们先解答 WKI孤子族的换位表示，然后讨论其非线性化所产生的Hamilton系 

统． 

与 WKI孤子族相关联的谱问题是 (以称为WKI谱问题)： 

。 = ( )， 
其中 是谱参数Ip一( ， )，， 一 ；向量值函数 0) (口0)．r( )) 为(1．1)的位势；自变 

量 在依赖区问 口内变化(口一(0，T)或(一一。+。。))}位势 ”( )在无穷远处衰减为零或以T 

为周期． 

命题 1．1 (1．1)VJ特征值 关于位势 的泛函梯度为： 

V ( ； )一( )·c 一 批 ， 
这里 幽， 是相应于 ^的特征函数． ． 

证明 在文[8]第 1节里，我们选择：m11=一n，m z=幻．m21一 ，稍加整理就有 

l(̂谚·向一 橱̂·~r)dz=d ·(I (r H-2坤I 一g谚)d )～． 

故 (1．2)式成立． 
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命题 1．2 若 是̂ WKI谱(1．1)的一个特征值，则以(1．2)定义的 -̂满足方程 

K VJ 一 ^ ·J ． 

特别有 

眉( ．， ， 
其中K，J是两个斜称的微分积分算子(a=a／ ，甜一 一 a=1)： 

云 一 1~，ql；r- 

+丢 ÷ 号 

+ ÷ ÷ 
一

l a~!

，

z- 

苒子K、J称为wKI诺问题(1．1)的Lenard算子对． 

证明 只须证明 

．，-1眉 ． 皇 · J ， 

这里 

厂 =去 a+÷÷ 号 

2
卫

p { 

．，=  

一 一

1 r~-．x二  

2 P ，。 

一 a一÷詈 

(1．3) 

(1．4) 

(1．6) 

利用等式( ) =一2蹦+2枷l ；( ) =2 +2埘1 }( ) 一̂ +̂1晴}(÷)t‘g+ 

({)。·r=2·(÷)”及分都积分知识，经详细计算不难验证(1·6)式的正确性· 
洼 上述算子厂 K就是文[9]中的递归算子 

命题 1．3 wKI谱问题 (j．1)等价于 

㈨ =坤， )=击 ( ，二 枷· 7) 
引理 1．4 对于(1．7)中的谱算子 二=L( )，其 Oa~ux微分映射为 

+ 一击(耄-喃i~ ) 一㈢， s， 
且 L．．(以下简记为 L．)是单态． 

证明按二．．(；)的定义并注意a：f一‘ )二，经计算必得(1，8)式． 
五．．(；)=Ot=~4=O．是 明显的． 

令 一( ‘：)，那么 =再i I—i，二：)且L可写为L=V-I@．设 、鼠 最，为特定 
的函数，令 一(： )， =(：三)．以下我们做二算子 = + ,L~V-I$的换位子 

，明 耽 一 (注意 a= )： 

(*) C ，明=C ，L]+Ewz，L]L 
= 一 V- 1；+([ 1，V一 3v-v一 )L+[ ，V- ] 

● 
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口口。 一 、 

谣。 伸 。I 

． 】 f一“。+口 — ( +r ) 一啦一g +2 +q(qg--r，)＼ 
’l一 、札 + +2B+r(r 一口露) r 一 + (口F+ ) ， 

． 1 ，一2qzA— (西+口∞ 2B--2i +口( 一柏)＼ 2 

’l一 2c+r(rB--qC)一2ira 2qzA+l(西+qc) ／ 

我们希望 

[ ，L]一L．(KG)L_。一 L．(J8)． (1-9) 

即 

⋯ = --
⋯i(KG )(”)～ 。̈ 

其 中 K、J是 L~mard算子对 (1．5)；8( )=(8‘‘ ( )，8‘”( )) ，8‘ ( )．o‘ ( )是 口上的任二光 

滑函数 I(·) “=1，2)表示(-)的第 i个分量． 

为此 ，我们应选 A、B、C E、，为 ： 

(̂G)一* L÷ ， )= (PqO—n )， 
一  ’c 一 肿 。击c。 c弘L 】))， 

，(8)=击((等 一 1 3 q，~- (，qO—n 一 ))· (1-Ii) 
从而我们得到 

定理 1．5 设 8‘ ’( )、8。’( )为 口上的两个任意光滑函数 ，8一(8‘̈，8。 )r．令算子 

w = wc∞ 一( 品 )+(n(Oc(o； ) ， c̈ ， ∞一【 (8) 0 J+【 )一 (8)』二， 
其中 (8)、B(8) (8)、 (8)、 (8)如(1．1】)中所述，谱算子 二如(1．7)中所示．那么 必满足 

由knard算子对 K、J生成的算子方程 

[ ，L]= L．(KO)L_。一 L．(JG)， (1．13) 

证明 将 (̂8) B(8)、 (8)、E(8)、，(8)的表达式 (1．11)依移(代入(*)式的右端 ，井注意 

rB一口 · =b'A，口 叫-F一； ’+COn)t，， 一寺(口 ) - (卜一妒)一专(矿) ，( ，)-， 
，一√再 ，就不难算得其结果等于(1．10)的右端， 

现递推定义(1．1)的 1．~mrd梯度叙列{Gj)： 

8一l=(1．一1) ， 一j-,KO一】=( ÷， 号) ，，一、／T ． 
8j=J一’ Gj一·，J一 0．1．2，⋯． (1-̈ ) 

墨 地 一0，l，2，⋯)称为WKI R．Et~．前两个计算结果为：x (一i({) ，；(÷) ) ，xt= 
i1 7q．)

。 ，( ) ) wKI孤子族由向量场 xI产生，即 

一 (口，r) = x．(口．r)，tn一 0．1，2，⋯ ． (1．15) 

特剐指出．当r=一】时，令 l+口=8，那么 *=xl(口，一1)便化为著名的 Harry--Dym方程 
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定理 1．6 设 Gj一 ”， ) 为 (1·1)的 Lc~axd叙列 ，令 w，= w(GJ)， 一 w 一- 

L一十 _。，(m一 0，1，2，⋯)，则[P．，L]=L．(五。)，m 0，1，2，⋯· 

证明 [P．， ]一 ∑[ 1，L] 一 L-( —I) 一L·(，Gj一 )L。 “ 一 
J q 一  

L．(，G】)工严一 — L．(JGJ一1)L。一斗’= L．(，G )一 L·(儿 1)工 ； L·(五-)· 

推论 1．7 WKI孤子族(1．15)具有换位表示 L一[P．， m=0，1，2，⋯· 

证明 

L 一 ： )=i )a—c 一 一(rl+r ) 一( + I)， 
L一 [ ，L]= L．( )一 L．(互．)=L·( 一 x·) 

又 L．是单态，故推论 1．7正确． 
推论 1．8 位势 u一(口，r) 是定态非线性 WKI系统 x +n-x一】+⋯+n 一0的一个有 

限带之充要条件是算子 Vs+Ⅱ1 一 +⋯+％v,-ff L可换．这里 ，⋯，n 是一些常数· 

§2 Hamilton系统与一个定态 WKI方程 

设 ．．I 为(1．1)的 Ⅳ个互不相同的特征值 ，那么我们有 

』妒I|=一î晚+口d ． (2．1) 
I — rd l+ id 

其 中， 一( ．’' ) ( =1，2)；A~diag(a ”，zw)； J， 为相应于 (j=1，2，⋯，Ⅳ)的特 

征函数． 

作 C．N*mmanr,约束 ] 

口_l n ， n兰 + 岫 一口吒 ‘ · ’ 

即 

I 也 。 
这里(·，·>代表示 R 中的标准内积． 

将(2．3)中两式对 求微分，并利用(2．1)，则位势 口、r必然满足约束条件： 

一 篇 ，r一 ． 池 ， 一 ’ 一 一‘ ‘ 
因而，在 C．Ncumann约束(2．4)下，(2．1)教非线性化为： 

一 380 一  

去 
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， 

】 r=一i + ， 、 
一 撕 一。 撕  

M一{(妒1， )∈c l，1一吉(( 妒 ，咖>一1)一0， 一吉(( 九， )一1)=0) 
那么 为 2N一2维辛流形(见文[11])．如下讨论 M 上的 c-Neum,snn约束- 

z 却1)中的 Poisson括号 ； l， )=( 妒1， )， (H，，1)= -l( ， 1)， (Ⅱ，，2)=一I 

(F2,FI)一 = 一 · (2．6) 一— — 一— i ’ = 丽 一一( 
， 
) ’ ⋯  

． 、 

—

M  I"
=  all 豪一 豪—一m + 撕 。 一 一Ⅲ ‘ ⋯、 

似 ：1 一 一 豢+ 豢刈 一 触‘ ‘” 【 =一— 一一 十 十̂2 一Ⅵn一。 丽nn 

统( ，却2 I ，Ⅱ’)，其中 Ⅱ =Ⅱ一A1 1一A2 ，A ，扎由(2-6)给出· 

一 ，一  cz．s 一 ：ii： ：。；i ’ —— i ：。； 一 ‘‘。 

0 
L-- 

r 

t—  

口 

=  瓮 ，， 一  

又 = ’f是 丽  - 

进一步 ，让算子 J K作用 (2．9) 敖 ，并利用 Lenard算子对 K、J的性质(1 

不难得到 

／( ” ，九)＼ 

+ 卜z+⋯+卢 。+ 件 =l一( 。妒1， >J’ 
其中 屉，⋯， ， +1是常数，A=diag(g ’．I·， )． 

考察 由特征值 “， 生成的 Ⅳ+2状(Ⅳ≥1)多项式 

一 38l 一  

(2．9) 

(2．10) 
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P( )兰Ⅱzz( 一 )=∑P 一 。， (2·l1) 

这里 ；l，， ．-' 由 ，⋯， 确定．用算子J∑P一。作用(2．10)的两端，并注意(2·II)，我 

们立即得到 

耋h一．c +肫一 +⋯+ 。+ ·，一 ( I )=。- J∑h一。(G．+ 2 一2+⋯+ + H-G—I)一 l一 d ，)】 0_ 一̂0 、⋯‘⋯⋯ ， 
利用 向量场的定义 墨=JGj整理上式 ，即有 XⅣ+ I_]rn。+⋯+ x。=0，其中，a -I， Ⅳ是 由 ． 

⋯ ．p 与 如，⋯， 所确定的常数．证毕． 
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A K nld of H am iltonian System  w ith C．Neum ann 

Constralnt and W KI Hierarchy 

Qiao ghijun 

(Dept．of Math．，Li~oning University,Shenyang) 

Abstract 

In this paper，the commutator represent~．tions 0f the WKI vector fields are 6r8t DreI 

sented．Then using the functional gradient of eigenvalue
， we obtMn a kind 0f C．Neumann 

constraint under which the isospectral problem(WKI eigenvalue problem1 related t0 the 
W KI hierarchy of evolution equations is nonlinearized as a Hamiltonian s y8tem

． Finally， 
we discuss the relation between the C

．Neumann constraint and a stationary s0liti0n sys- 

～ 382 一  
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